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LIVRE PREMIER 

PRINCIPES GÉNÉRAUX DU CALCUL INTÉGRAL. 


CHAPITRE PREMIER 

DES INTÉGRALES DÉFINIES ET INDÉFINIES. 


DÉFINITIONS ET NOTATIONS. 

1. Le calcul intégral est l’inverse du calcul différentiel; il 
a pour objet de remonter de la fonction dérivée ou de la fonc- 
tion différentielle à la fonction primitive, c’est-à-dire de trouver 
la fonction qui étant différentiée a dû produire la différen- 
tielle proposée. 

Considérons une fonction quelconque de x, F (x) ; et dé- 
montrons d’abord qu’il e.\iste toujours une autre fonction 
dont la dérivée est égaleàF(x), ou la différentielle à F (x) dx. 
Construisons, à cet effet, la courbe dont l’équation en coor- 
données rectangulaires est y = F(x); Faire comprise entre 
cette courbe, l’axe des x, une ordonnée fixe quelconque et 
une autre variable y ou F (x), est une fonction de x qui, 

TO>!E 11 . 1 
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d’après le n* (109), tome I, a pour dilTérentielle ydx ou 
F (x)dx. En désignant par F (x) cette fonction, on aura donc 

df(x) = F [x)dx. 

La fonction dex, /'(x), qui parla différentiation reproduit 
la différentielle proposée F (x) dx, se nomme l’intégrale de 

cette différentielle. On la représente par le signe ^*<1^6 l’on 

place au-devant de F (x) dx, ainsi on écrit 

f[x) = f F(x)dx. 

k' 

Les signes indiquant deux opérations inverses, ces 

signes devront se détruire mutuellement lorsqu’ils se trou- 
veront placés au devant de la même fonction variable. Ainsi 
on a par définition 


d y F (^) dx = F (x) dx 
J' dF(x)dx = F(x). 

2. L’intégrale d’une différentielle donnée F (x) dx a une 
infinité de valeurs différentes; car si l’on ajoute à f{x) une 
constante arbitraire, c’est-à-dire une quantité indépendante 
de la variable x, l’expression f {x)-{- G qui en résulte aura 
même différentielle; et ce sera d’ailleurs la seule puisque 
deux fonctions qui ont la même différentielle ne peuvent 
différer entre elles que par une constante. 11 suit de là que 
f{x) -1- C sera l’expression générale de l’intégrale de F (x) dx, 
et que l’on aura 

/■(x)-f-C= J F(x)dx. 

La nécessité de compléter l’expression de l’intégrale de 
F fx) dx par l’addition d’unec onstante peut être rendue bien 
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évidente en considérant l’aire CABD, fig. (i), que cette inté- 
grale f{x) représente. On sait, en effet, que cette aire est 
comptée à partir d’une ordonnée CA qui est tout à fait arbi- 
traire. Or, si l’on fait varier cette ordonnée, et c’est ce que 
l’on peut faire à volonté, l’aire CADB changera, et, par suite, 
f{x) sera susceptible de prendre une infinité de valeur dif- 
férentes. Ou aura donc une expression générale de cette aire, 
en prenant pour son expression f(x) C. 

3. On peut déterminer la constante arbitraire G qui com- 
plète l’intégrale /"(a?), d’après la condition que cette intégrale 
s’annule pour une certaine valeur a de x. 11 suffit, pour cela» 
de poser /"(a) -j- G = o, d’où C = — /■ (a) , ce qui donne 

jF{x)dx = f[x)—f'{a)-, 

et si l’on attribue ensuite à a: la valeur particulière b, le 
second membre de cette expression prendra la forme 
f W — n®)* alors complètement déterminé. On donne 

à cette intégrale le nom d' intégrale définie, et l’on dit quelle 
est piise entre les limites a et b, ou depuis at = a jusqu’à 

x = b.On la représente par la notation J ¥{x)dx\ ainsi l’on 

écrit 

j’V(x)dx = /-(6)-Aa). 

F (x) dx est susceptible d’une 

représentation géométrique fort simple. Considérons, en effet» 
la courbe dont l’équation en coordonnées rectangulaires est 

y = F(x). D’après ce qu’on a vu, y* F (x) dx représentera 

l’aire CABD, fig. (i), comprise entre cette courbe, l’axe desx 
et deux ordonnées quelconques, GA, DB. Or, si l’on détermine 
la constante G d'après la condition que l’intégrale ou faire 
soit nulle pour une valeur a = OA de x, on fixera ainsi la po- 
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sition de l’ordonnée CA, à partir de laquelle l'aire est comptée. 
Cette aire se trouvera alors comprise entre cette limite CA et 
celle indéfinie MP, correspondante à l’abscisse OP = a;; et si 
l’on fixe à son tour cette limite MP en donnant à l’abscisse x 
la valeur déterminée 6, on aura l’aire CABD qui sera comprise 
entre la courbe, l’axe des x et les deux ordonnées fixes 
CA, DB, correspondantes aux valeurs déterminées x = a et 
x = bàe l’abscisse. D’après ce qui vient d’être dit, cette aire 

sera donc représentée parla notation dx. 

5. Dans ce qui précède, nous avons supposé que b était 
plus grand que a. Si c’est le contraire qui a lieu, on aura 


et, par suite, 


F{x)dxz=f{a)—f{b), 



Ainsi, on peut inlerverlir l'ordre des limites d’une intégrale 
définie, à la condition de changer le signe du résultat. 

6. Nous allons actuellement démontrer que l’intégrale dé- 
finie J' F(x) dx est la limite vers laquelle tend, pour dx = o, la 


somme des valeurs infiniment petites delà difjérenlielle F(x)dx, 
lorsque la variable x varie de a à b, par degrés infiniment 
petits représentés par dx. 

En effet, considérons la courbe CD, fig. ( 2 ), qui est repré- 
sentée par l’équation y = F (x), et^ soient OA =a, OB = 6, 
OP = X, MP = y, PQ = Ax. On aura , d’après ce qui pré- 
cède, 


aire ABCD 



Mais cette aire est égale, comme on le sait, à la limite de 
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la somme d’une infinité de rectangles tels que celui MPQR 
dont l’expression est F (j;) Aæ. Donc 

j F (x) dx = lim ^ F (x) Ax, 

x=zê 

et, par conséquent, 

^ t=zb 

j F (j) dx = ^ F [x] dx. 

F (x) restant finie et continue quand x varie de a à 6. 

Il suit de là que si ;a,X, sont des valeurs de x comprises 
entre a et 6, on aura 

J F(x)dx= |'*’F(x)dx -f- Ç^F(x]dx-{- J' F(r)dx-f-J^ F(x)dx. 

Cette formule résulte aussi de ce que 
F(é)-F(a) = F(!;)-F(a)+F(HL)-F(î:)+F(X)_F(^L) + F(i)-F(X). 
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DIVERSES MÉTHODES D’INTÉGRATION. 


INTÉGRATION IMMÉDIATE. 


7. Lorsque la fonction (lilTf'TentielIe que l’on se propose 
d’intégrer est reconnue appartenir à l’une des fonctions 
simples que nous avons différentiées au commencement de ce 
Cours, l’intégrale de cette fonction s’obtient immédiatement 
en renversant simplement la notation de la lormule qui l’ex- 
prime. On doit ensuite, conformément à ce qui a été dit, 
n“ ( 2 ) , ajouter à cette intégrale une constante arbitraire C. 
En considérant, par exemple, les différentielles 


on trouve 


d.a* = a^ladx, d.lx =■ —, 


r y WI4- 1 

x"rfx= ; 1-G / C*(/xr=e'-f-C. 

.. m-j-i J 

fa-dx = f^+G fii = lx + C., 


On trouve de même pour 


f/.sinx = cosx</x, dcosx = 
d tang X = — dcotx 


co s X 


— sinxdar, 
dx 

“ - « ï 

Slïl X 
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d. arc sin x 


dx 


d arc COS x = — 


dx 


1 — X* 

I . dx . , dx 

aarctangx = r, aarccotx = : — 

1 -J-'ï 1 -)-x’ 

j cosxdx = sinx-f-C, J sinxdx = — cosx-|-C, 

(' dx dx 

/ — ;- = tangx+C, / -r-7- =— colx-fC, 

J cos’x J sm’x 

r dx . , ^ r — dx 

I =arcsinx -|-C. / - =arc cosx-|-C, 

J s/i—jd' J v'i— x" 

/' dx /• — dx 

/ — ; — ; =arctangx-fC / — ; — -=arccotx+C. 

J 1 +X- ° c/ i +x’ 


Dans toutes ces formules, x peut être la variable indépen- 
dante ou une fonction quelconque (x) de cette vai'iable. 
Ainsi, on a également 

J‘l^y(x)]"(/i-(x)=M^-j-C; 

Remarque. La formule 

I x"dx= 1- C 

J m-j-i 


qui subsiste, en général, pour toutes les valeurs de m en- 
tières, fractionnaires, positives ou négatives, semble devenir 
infinie lorsqu’on suppose m = — i , puisqu’ alors on a 


/ 'dx i . 

/ — =- 4 -c. 

J X O 


Mais cette formule est réellement indéterminée ; car si l’on 
x"+' 

met l’expression C sous la forme 

1 t 

W -j- 1 ’ 
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ce qui est permis, a étant une constante, on voit que lorsque 

m = — 1 , elle se réduit à Le quotient des dérivées des 

deux termes de cette fonction par rapport à m est 

J et donne, en y faisant m = — i , /x — la: 

donc te — la est la vraie valeur de la fonction considérée, et 
l’on a en conséquence 


INTÉGRATION PAR DÉCOMPOSITION. 

8. Lorsqu’une expression différentielle est donnée sous la 
forme 

F (x) dx-\- ^ (x) dx — (x) dx, 

F(x) dx, <plx)dx..., etc., étant des fonctions de x immé- 
diatement intégrables, ou peut être ramenée à cette forme au 
moyen de transformations analytiques, l’intégrale générale 
de cette expression s’obtient en faisant la somme des inté- 
grales des diverses fonctions qui la composent. Ainsi, on a 

j iFW + çW —^[x]]dx 
= j'F[x)dx+J'<f[x]dx — j''^[x]dx-\-C. 

Si l’on veut prendre l’intégrale de la différentielle proposée 
de manière qu’elle s’annule pour la valeur particulière x = x, , 
alors on aura 

rvw+?w— 

J Xt 

= f F(x) dx -j- / f(x)dx — / ij/ (x) dx -f C. 
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Si les fonctions qui composent la proposée étaient multi- 
pliées par un facteur constant a, ce facteur multiplierait éga- 
lement les intégrales partielles; ainsi l’on aurait 

j' [aF(x;-l-«<p(x) — 

= aj'F{x)dx + aJ'<f[x)dx — aj''^ {x)dx -\-C, 
ou 

f [oF (x) + o(f (x) — fltj» (x)) dx 
= af F(x)dx-j-«/ ç(x)rfx — af >J({x)(fx -f-C. 

J To Sa V Xq 

Enfin si la proposée est de la forme 
F(x)-I-<p(x)v^— 1, 

F (x) et Ÿ (x) étant deux fonctions réelles de x, on aura 

y’[F (x)+ o(x) s ~]rfx 

= J F(x)dx -}- V — ij' f[x)dx 
ou 

AF(x)-l-<f(x) ^ — i] dx 

,'x„ 

= f F(x)dx-f- \‘—\f f{x) dx, 

en remarquant que — i peut être assimilée à une cons- 
tante. 

Voici quelques exemples : 


(0 


y (Ax" -j- Bx" -f- Cx*’ -)- )dx 

x'+' 


X X 

= + B 


m-f- 1 


n-j- 1 


+ C 




+ c- 
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(a) 


( 3 ) 


y* (3x 4 - 6x* — 5x* — 8x* — x‘) dx 

= - x’4-x* — - x‘ — - x’ — ^ X* 4-C. 
1 ' 4 7 5 ' 


f (ôx + g vZ-z; — ^ v/-^) 

=J(3x + -“x«-|x^)dx 

= -x*+^x*> — -5-x^ +C 
a 9 20 


INTÉGRATION PAR PARTIES. 


9. On donne ce nom à un procédé très-important, dii à 
Jean Bernoulli, et au moyen dmiuel on ramène la recherche 
d’une intégrale compliquée il celle d'une autre intégrale plus 
simple. Il est fondé sur celte formule de calcul différentiel 

d {uv) = udv -{■ vdu 


qui donne par l’intégration des deux membres 
uv=J' ndv-\- j' vdu] 

d’où l’on déduit, en faisant passer J udv dans le premier, 
j udv = uv — I vdu. 

Si l’on applique cette formule à l’intégrale J' xcosxdx, 
et qu’on pose à cet effet . 

dv = cos xdx, u = x 
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Il 


on trouvera : 

j X COS xdx = a; sin X — = x sin x + cos x -f* C. 

Plus généralement, soit 

J x" cos xdx. 

on aura 


J' x'"cosxrfx=x"’ sinx — m j' x" ’sinxrfx. 

L’intégrale j'x'^cosxdx se trouve ainsi ramenée à celle 

de même forme J' x"’”' sin xdx dans laquelle l’exposant de x est 
diminué d’une unité. On ramènerait de môme cette dernière à 
celle y x"'’ sin xdx dont l’exposant est m — a ; celle-ci à 

y x’”“> sin x(/x ; et ainsi de suite. On finira donc par arriver 

à y sin xdx ou J' cos xdx dont la valeur est connue, et, par 

une suite de substitutions, on parviendra à l’intégrale de- 
mandée. 

Soit encore 

y x"e^dx, 


on aura 


y x"c^dx= y x"'de"' = x^c* — mj' x*'*e*dx; 

et l’intégrale J" x^e'dx se trouvera ainsi ramenée à celle 
y x“"‘e*dx dans laquelle l’exposant est diminué d’une unité. 
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On ramènerait de même cette dernière à celle J' x"~*e'dx; 
celle-ci à j' x'^*e‘dx; et ainsi de suite. 


INTÉGRATION PAR SUBSTITUTION, 


10. La substitution d’une autre variable à la variable x, 
dans la fonction proposée, réduit souvent celte fonction à 
une forme immédiatement intégrable. 

Soit F (x) dx une fonction qui n’est pas immédiatement 
intégrable. En posant 


on aura 
et, par suite, 


x=<Kl): d’où dx = ’^'{t)dl, 
F[x)dx = FmWd)dt = f{t)dt, 


fF{x)dx = ff{t)dt. 


Si l’on veut prendre l’intégrale de la dilTérentielle F (x) dx 
de manière que cette intégrale s’annule pour la valeur x = x,, 
il faudra que l’intégrale de f (i) dx soit prise de manière 
qu’elle s’annule pour la même valeur de x. Si donc dé- 

signe la valeur qu’il faut attribuer à l pour que x se ré- 
duise à Xj, on aura 

I F(x)dx= f f[t)dt. 

dl(s J Iq 

Exemples. — Si dans l’intégrale 

(i) J (ax + b)’^dx , 

on pose 

, , • dt 

ax-\-b=:i; dou dx=—, 
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on aura 


f (ax -f 6)"dx =- f rdt = - — U C, 

J a J a m 4 - 1 ' 


et, par conséquent, en remettant pour t sa valeur ax + 6, 
J {ax + hyilx = ^ 

De même pour 


1 (ax+é)’^* ^ ^ 


rn -f- 1 


n dx 
J a*-j-x” 


(>) 

on aura, en posant 

X — ay, (l’oü dx = ady, 

/ dx \ r du 1 . . „ 1 X 

— ; = - /— r^ = -arctangy-fC = -arctang-4- C. 
o*4-x* aj i + y* a ' a °a ' 


Pour 

(3) 


xdx 

J 


on trouve, en posant 

X* -{• a* = y*, d’où xdt = ydy, 

/ * xdx i'’ I 

■ = / rfy = y + C = >/x‘ + a‘ + C. 
y/x*^’ J 


Soit encore 


h 


dx 


-i- jix -j- y’ 


P et q étant des quantités telles que l’on ait p* — 4y < o. 
Posons 
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on aura 


Or 

Donc 

h 


LIVRE I. — CHAPITRE U. 


/? 


dx 




1 (' dt 




lang t + G. 


dx 


x + 


-^{jx + q 


arc tang 


\/ 


Si a + 6 y/ — 1 et CL — 6 sont les racines 
de l’équation x* + px + î = o, on a 


=-f -\/^. 


et l’intégrale précédente prend la forme 
dx 


r ‘ 1 ^ — * I r. 


= + c. 

t 

4 

imaginaires 
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INTÉGRATION DES FONCTIONS RATIONNELLES 
ET IRRATIONNELLES. 


IMÉGRATION DES FRACTIONS RATIONNELLES. 

. 1 1 . La décomposition des fractions rationnelles en fractions 
simples ramène d’après ce qui est dit (note 1, t. 1) l’intégra- 
tion de ces fonctions à celle des dill'érentielles de la forme 

Adx Adx (Mx -f N)^x . (Mx + N).f/x 
X — a’ (x — aj"*’ (x-t-o)*-f-6’’ [(x — 

que nous allons examiner successivement. 

1 ’ La première 

Adx 
X — a’ 

donne, en se rappelant ce qui a été dit au n° (7}, 

r-^ = A/(x— a)4-C, 

J X — a 

G désignant toujours une constante arbitraire. 

2" On a de même, pour la seconde, 

Adx 

Jx — a)"’ 

r Adx A ç _ 

J (t — a)’"”” (m — i)(x— a)" ' ^ 
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3* La troisième 

(Mx + N)(ix 

(X— a)‘ + 6*’ 

peut se mettre sous la forme 


M a(x — alrfx 
a (x -|- a)* 4* 6’ 


+ (M« + N) 


dx 


(x — a)*4-6*;’ 


et comme 


= 'K— )•+'■]. 


il en résulte 


r dx 1 . X — a 

^(Mx + N)rfx 

J (x — o)’ -f 6* 


M _ r, .«I 1 Ma “1“ N X“« , - 

= — 1 [(x — a)* + 6*] 4 arc tang —g— 4- C ; 

4' Enfin la dernière expression 

(Mx4-N)rfx 


[(x — a)'4-6*]~ 

se décompose en la suivante : 

M'x — a)dx ^ (Ma4-N)dx 


[(x-a)*4-6‘]“^ [(X — a}*4-G*]“ 
L’intégrale de la première fraction est 
M(x — a)dx A 


I' M(x — 
J [IX — aj’ 


a(,7« — i)[(x — a)*4-6*]"^'' 


et quant à celle de ., •» l’obtient de la ma- 

^ [[x — a)* 4- 6’]™’ 

nièie suivante : 
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Posons X — * = 63, d’où dx = 6ds; cette fraction de- 
viendra 

Ma-fN dz 


i\m' 


6 ’— ‘ 

t^Z 

en sorte qu’il s’agira d’intégrer - — | — j— . Or, on a iden- 
tiquement, 

1 » - 1 - s’ — 2’ I 2’ 




(l+3‘;" (H-3T (1+2’)”*-* ( 1+3 

Par conséquent 

f' dz (' dx z'dx 

J [i + z')”~ J (i + 3*r~‘ ~ J (i + 2 ’)"’ 

Si maintenant on décompose l’intégrale J" en deux 

Z ^zdz 

facteurs - et intègre par parties, on 

trouvera 

r z'dz Z ^ 1 ç dz 

J(i + 3*)"* (awi — 3) (i -j-z*)"-* a(m — a) J (i + z*)""*’ 

et en substituant dans la précédente, puis réduisant, il 
viendra 


/’ dz 

J 


im — Z I' dz 

O tn a i/ ( I Z*)"*”* 


(i+z’)"* (ain — a)(i+;*j’"‘ ' ai» — a./(i + z’)’ 

L’intégrale f - — se trouve ainsi ramenée à celle 
J (l + 2')”‘ 

/ dz 

q— ^y^dans laquelle l’exposant du dénominateur est 


diminue d’une unité. On ramènenait de même celte dernière 

H 

TOU£ 11. 


/ dz t 

dans latpielle l’exposant est m — 2; et 

(i “t- i 


Digilized by Google 



18 
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ainsi (le snite. On finira donc par arriver à f — dont 

J (' + 2 ) 

la valeur est arc tang z, et, par une suite de substitutions, on 


parviendra à l’expression de 
est : 


:f. . 

J (1 + ï')' 


Cette expression 


(am — a) (i-(- 2 *)’ 


{■ 




dz 




(am — 3) (am — 5) 


am — 3 

am— 4 ^* (am — 4 ) (am — 6 ) 

(am — 5) (am — 5) (am — 7 ). ..5.3 


(«+2’)’ + ... 


(am — 4 ) (am — fi) (am — 8 )... 4 -a 

(am — 3) (am — 5)...3.i , - 

' ' arc tang z + C; 


(i + z*r* 


(am — a) (am — 4). ..4. a 


et en la multipliant par — , puis remplaçant z par sa 


X — a 


valeur — g — , on obtiendra l’intégrale de 


(Ma 4 -N)rfx 

[(x-«)' + 6r 

On connaîtra par suite celle de la différentielle proposée 
(Mj? -(- N)rfx 

puisque cette différentielle se forme de la somme des deux 
expressions dont nous venons d’obtenir les intégrales. 




INTÉGRATION DES FONCTIONS IRRATIQNNELIES. 

l'2. Une fonction qui ne contient que des mononies irration- 
nels est toujours intégrable; car on peut toujours faire dis- 
paraître les radicaux qui affectent des quantités monoines, et 
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ramener, par conséquent, la fonction à une forme rationnelle 
que l’on sait intégrer. 

Soit, en effet. 


(i 4- y/x — 


on peut écrire ; 




(i -f-x* — x*]dx 


I 4 - x’ 

et, si l’on fait x = z’i d'où dx = Cn’dz, il viendra : 

62‘</3(i4-2*_s*) 

l 4 -ï* 

OU, en divisant par 1 4- 5*, 

-Gdz 

expression qui est rationnelle. 

L’intégrale de cette e.\pression sera donc 

/z* *■* Z® \ 

-6^8--7-g - ÿ-3 
et, en remettant pour s sa valeur ^ x, on aura 
r{i-{- \,fx — \!X^dx 

J * + V -c 

= — 4- ^ X v'x 4- ^ ^ 4- 3 — 6 v'x 

4 - 6 arc tang y/x _|_ c. 


13. 11 n’en est pas de même lorsque la fonction renferme 
un radical qui affecte un polynôme. Cependant on peut tou- 
jours, lorsque ce radical est de la forme 4 - 6 x x* , 
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rendre rationnelle la fonction qui le renferme, et, par consé- 
quent, en effectuer l’intégration sous forme finie. 

En effet, soit 

f(x \ja-\-bx± x'jdx 


la fonction dont il s’agit. Considérons d’abord le cas où le 
terme x’ sous le radical est précédé du signe -1- ; et posons 


\'a -\- bx-\-x* — Z — X , 


Z désignant une nouvelle variable. 

En élevant au carré les deux membres de cette égalité, on 


aura 

a 4“ — 2 * ; 

d’où 

(•) 

Z * — a 

b+nz' 

W 

^^[a + bz + z*]dz 

^ (é -I- az}’ ’ 


( 3 ) 


y'a -j- -|- X* 


a-\- bz-\- Z* 
^ b — 


et ces valeurs substituées dans la fonction donnée la chan- 
geront en une fonction de z qui sera rationnelle, et, par 
conséquent, intégrable. 

ih. On peut encore poser, a étant positif, 
y^a -j-tix-j-x’ = \'a -f- xz, 


et l’on a alors, en élevant au carré et divisant par x, 


d’où 

(t) 


6 -f- .r = 23 V O + xs’ ; 
az \fa — b 


X = ■ 
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(>) 

(3) 


as* \ O — + v'a , 

+ + = 

I Z 


Mais si a était négatif, il s’introduirait des imaginaires; 
ce que l’on doit éviter. 

15. Voici encore une troisième transformation que l’on 
peut employer quand les deux racines du trinôme a + 
sont réelles. 

Soient a et 6 les deux racines de l’équation a + éx + x*= o ; 
on aura, d’après les propriétés des équations, 

a éx + X* = (x — a) (x — 6); 

Posons 

V^fl-|-6x-|-x’ = (x — a)z, 

il en résultera 

(x — a) (x — 6) = (x — a)’2*, 

OU 

(x — G) = (x — a) 2 *. 


Ainsi, l’on aura pour la transformation dont il s'agit. 


{') 

(>) 

(3) 


G — os* 


v/a + ôx-j-x* 


•2* ’ 

(G — a)ï 


1 — Z 


FJ 


(l— 2*)* 


IC. Soit maintenant 


F(x sja-\-bx — x’jrfx. 

Si a est positif, on peut employer la seconde transforma- 
tion qui précède. Ainsi, posant 

\Ja -j- bx — X* = v a + 2 : 2 , 
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d’où 

on en déduira 

(0 


LITRE I. — CHAPITRE III. 

b — x=az ^ -\-xz, 
b — ^z v^a 


X: 


> +2 


1 ’ 


(a) 

(3) 


/ r~ï i i — z'‘\Ja 

V'O + éx + X* = -r— ï 

1 Z 

(,+»•)■ 


Mais si a est négatif, alors les racines du trinôme a + bx — x» 
seront réelles, et l’on devra employer la troisième trans- 
formation qui précède. On écrira, en conséquence. 


et posant 
d’où 

on en tirera 

(0 


(2) 


a -|- — X* = (x — a) (6 — x) ; 


V'a -j- 6x — x’ = (x — a): , 
b \ — X = (x — a)s’. 


X = 


6 + az> 

T+^' 


V^o -)- 6x — x’ 


l+s’ ’ 




17. L’irrationnalité d’une fonction différenlielle peut 
encore disparaître lorsque cette fonction est de la forme 

F (xy^x 4* a, + b) </x. 

En elTet, si l’on pose 


\'x + a = z. 
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on aura 


x = z* — a, dx = 2 zdz, + — « + 6; 

et si l’on substitue ces valeurs dans la fonction proposée, on 
la changera en une certaine fonction de z, (2> — a b) dz; 

ce qui ramènera ce cas à celui du n° (i6). 


18. Voici maintenant quelques applications des transfor- 
mations qui précèdent. 

Soit d’abord : 

dx 

. I 

y/fl-j-èx-pi* 

Posant 

V^a -p 6x -p a:’ — z — x, 

on en déduit 

a -p èx = — 2 XZ -p z’, 


On a donc 


dx — 


a(s — x)dx 

b-\-2Z ’ 


dx idz 
z — X è -p az ‘ 



dx 

a-pèx-P 


X* 




et , par conséquent , en remettant pour z sa valeur 
X -p v^a -P 6x -p x', 



dx 

«-pèx-px* 


= l (^- -px-Pv'a+6i-px*)-P C. 


Dans le cas particulier où 6 = o, on a 


( ^ + X*) -p G. 

J y/a+x’ 
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Si la fonction donnée était de la forme 

(ou: + 6 ;rfx 
^a + bx 

on décomposerait cette fonction de la manière suivante : 

Va 6x -(- X* Vô-Pïx^^Px* V^a -)- tx + 
et l’on aurait 


r («X+ 6 KX _ r »(-+x)i/x ^ 

Va-h^x+x’ Va + ^'^+'^’ J Va 


âx 

-\-bx-\-x' 


Mais 


et 


/; 


(t+^) 


</x 


V a-(-Aj!-(-x* 


: = 01 y/a -j- 6 x + x’ , 


( -=^^=z = l f- + o:+ v'a + 6x + xA 4- C. 
J Va + frx-t-x» } 


; + &x-f-x’^ 

Donc ■ s) ' “ 

/■ fiu: + 6 )dx 

J Va + éx + x* 

= a Va + 6 x 4 -x* + ( S — ^ f- +'^+ + +^*j + C. 

Considérons m^ntenant la<f(^ictioti- 

dx 




En posant 


V a bx — X* 


V« + bx — x’ = V a -f- xz , 
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on en déduit 

b — X = iz \fâ xz* 

V'o-j-i2 • + •**’ 

On a donc 

r dx _ r" dx __ _ ç dz 
J \Ja-\-bx — x' J v a + xz Ji-fz* 


= — a arc tang z + C, 


et, par conséquent, 


/ ^ ■ ■ = — a arc tang x* \la 

J ^ a -^bx — X* X ‘ 


Remarque. — L’intégrale de la ditTérentielle 


y/a -j- éx — x’ 

pourrait être obtenue plus simplement, en ramenant cette 

différentielle à la forme — expression dont l’intégrale 
\J\ — Z* 

est arc sin z. En effet, on a 
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et, par suite, 



dx 

a + 6x — 


X* 


= arc sia 



+ 


UJU « I tt 

On ramènerait de même . = = a la lorme — ===, 

v'a + tix + x* 

e.xpression dont l’intégrale a été donnée n" (7); mais il n’y 
aurait, dans ce cas, aucun avantage à le faire. 
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INTÉGRATION DES DIFFÉRENTIELLES BINOMES. 


CAS d’intégbabiuté. 


19. On désigne généralement sous le nom de différentielles 
binômes des expressions de la forme : 

On peut d’abord, sans restreindre la généralité de cette 
formule, supposer que m et n sont des nombres entiers ; car 

si l’on avait, par exemple, x’ (a + &x*)^dx, en faisant x=«*; 
d’où dx = 6z’dz, il en résulterait 6z''dz (a bz^Y, expression 
binôme dans laquelle les exposants de la variable sont des 
nombres entiers. On peut encore considérer n comme essen- 
tiellement positif; car si l’on avait x"" (a-j- bx~”Ydx, on ferait 

x = -, et l’expression proposée serait ramenée à celle 

— bx”Ydz, dans laquelle l’exposant entre la pa- 
renthèse est positif. Quant à l’exposant p hors la parenthèse, 
on peut toujours le supposer fractionnaire, car s’il était entier, 
positif ou ou négatif, la dilTérentielle proposée .serait ration- 
nelle et s’intégrerait par les méthodes qui précèdent. 

Supposons dune que m et n soient des nombres entiers; 
P un nombre fractionnaire, et cherchons les cas où la diffé- 
rentielle binôme x"' {a-\-bx'‘)^dx peut être intégrée. 

Posons 

a -f- bx" = Z ; 
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d’où 



La fonction proposée deviendra 


m 4 - i 



et, sous cette forme, on voit que la fonction sera rationnelle 

toutes les fois que sera un nombre entier. 

^ n 


20. On trouve un autre cas d’intégrabilité, en mettant la 
différentielle proposée sous la forme 

a;*'*"’’ (ax'*+ b^dx; 


car si l’on applique ici la condition qui vient d’être trouvée, 
on reconnaît que cette expression est intégrable toutes les 
m 4- np -1- 1 WJ + I 

fois que ! — ou — ! h p est un nombre entier. 

Cette condition pourra quelquefois être remplie quand la pre- 
mière ne le sera pas. 

Si l’on prend, par exemple, la fonction 


on trouve 


a:‘(a -j- bx*fdx, 
m -f- 1 4 ' 




5 

5 

I 

3 * 




et l’on voit que, dans ce cas, la seconde condition seule se 
trouve remplie. 
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FORMULES DE RÉDUCTION DES DIFFÉRENTIELLES BINÔMES. 


21. Lorsque les conditions d’intégrabilité que nous venons 
d’indiquer ne peuvent être remplies, on cherche à ramener 
l’intégrale de x"” {a bx")’’ dx à une autre plus simple; et 
pour cela, on emploie l’intégration par parties dont le prin- 
cipe a été e.xposé n“ (9) . 

En écrivant la fonction proposée de la manière suivante : 


(a dXf 

et comparant le second membre de cette égalité à celle 


on en déduit 


j' udo = uv — J' vdu, 


u — dv = {a-\- bx"]’’-' dx, 

(a -|- 

nb(p+,) ' 

par suite, on a 

y* bx"]'’dx = J' -|- 6.r")'’x"'*dx 

-j- 6.x")'”' m — n-(-i /’ 


nb(fj-i-i) 


^^^Jx-"(a + 6x-)-'rfx. 


Mais 


x"'"[a 4* bx"]"*' = x"""(a + 6x")r(n -(- bx”) 
= ax”’^“(a 4" è^;")'’4‘ 6x'*(a 4- bx’]’’, 


et, par conséquent, 

x'^-’'^a-{-bx''Y*^dx 

= «y x”*^"(« 4 * bx^/dx -i- ^ J' ^’"(® 4 " bx"Ydx; 
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substituant, il vient 


j' x“(a + hx"Ydx 


^ — n-t-i /• , , , , , 

= 77 ; : 77 ; « / 

nb{p-^i) nb{p+i) J 

■. b I x'" (a -t- bx’')"' dx : 

«^(P+ t) ^ X lu , «X ; ax, 

d’où l’on tire, en transposant le dernier terme et réduisant, 

/ x’"^a4-6x’")'’dx= ; ; ; 

J b[np + m + 1 

a(m — n 4- 1 ) Z’ , , , , 

— — ; — ( I x"""(a 4- bx^Ydx. 

b[ap-\-m-\-i)J 

L’intégrale J' x" (a + bx"ydx se trouve ainsi ramenée à 

celle de même forme x'"“" (a + 6x")'’dx, dans laquelle 
l’exposant m est diminué de n ; on ramènerait de même cette 
dernière à celle J (a + bx"Y dx dans laquelle l’expo- 

sant de X , hors la parenthèse , est m — 2n ; celle-ci à 
j'x”'~’’'(a bx"Ydx‘, et ainsi de suite. Après un nombre k 
d’intégrations, on sera donc conduit à l’intégrale 

y'x"~‘" (a -|- bx'Ydx, 

et l’on pourra intégrer, si l’on a 

-1- 1 

m — hn = m — 1 ou 1 

n 


condition qui ramène au premier cas d’intégrabilité. 

Lorsque np-i-ni-l- 1 o,la formule ( 1 ) devient illusoire. Mais 
alors la seconde condition d'iiitégrabilité se trouve satisfaite 
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et l’intégrale peut s’obtenir par la substitution que nous avons 
indiquée au n° (19). 

« 

22 . Dans le calcul qui précède, la réduction porte sur l’ex- 
posant de X. Or, on peut faire porter eette réduction sur 
l’exposant p du binôme a -f 6x”. 

En effet, on a 


x"[a -j- bx'Ydx = (fl bx'yd 


et, par suite. 


OT-I- 1’ 


r , , , , 4 - hx"]” 

J x"(a -)- bx'Ydx = — • 

pnb I I ^ 

m-{- ij 

Cette formule diminue bien l'exposant p d’une unité, mais 
augmente celui m de n. Or, si dans la for mule (i), on change 
m eu m -[- n et P en p — 1 , on aura 

/ x’^[a + bx'Y-*dx — , , , 

J 6("P + »n +0 


(m-(-i)a 


- y'x"(a-f- ôx")'^'dx. 


6(np-|-»i-l- i) 

Par suite, il viendra, en subtituant dans la précédente, 

(a-|- fcx")’’ 


Jx’^{a + bx''ydx= 

- y x"(a -4- 6x")^‘rfx, 


npx"^'(a-^hx’'y 


+ 


1) (np d-i) np-j-m-f 
et en réduisant 

x”'*'{n -f-èx")" 


(î) 


j fx->(a + bxrdx= 

-J'x''{a-\- bx^Y ^dx. 


+ 


anp 


np -f- m -j- 
formule qui est celle demandée 
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Cette formule devient illusoire, comme la précédente, 
lorsque 

np * = O* 


Mais alors la seconde condition d’intégrabilité se trouve 
satisfaite, et l’intégrale cherchée s'obtient par la transfor- 
mation indiquée. 

23. Les formules (i) et ( 2 ) cesseraient d’être applicables 
si les exposants m et p étaient négatifs; car alors ces expo- 
sants augmenteraient au lieu de diminuer. Cependant on peut 
toujours leur faire subir une transformation qui les rendent 
propres aux cas dont il s’agit. 

Eu effet, de la formule ( 1 ), ou en tire 



"'"(a -|- bx") 


’’dx 


(m — n -p i)a' 


1 ) r 

(w — n-^ i)a J 


"b bx"ydx, 


et changeant m — n en — m, ou m en m + on a 

1 C , 1 , ^ J -f bx"Y*'dx 

l x-’"(a-i-bx"ydx= ■' 


(3) 


(wi + i)a 


h(m — np — n — 1 ) 




p — n— 1 ) r 

— l ) « J 


x'’'*"{a -|- bx")’’ dx. 


Cette formule ramène, comme on le voit, l’intégrale 
J' jî~"(a+èx")''(/j:àcelledemômeforme J* x“'"+"(a+6x’')'’dx; 

cette dernière à celle J' {a-\-hx"Y dx ; et ainsi de suite. 

Après un nombre k d’intégrations, on sera donc ramené à l’in- 


tégrale 


J bx^^dx, 


et l’on pourra obtenir cette intégrale si l’on a 

I ; — w -4- 1 , 

— m kn = n — 1 ou = i — A, 


condition qui ramone encore au premier cas d’intégrabilité. 
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Si P était négatif, la formule (a) donnerait 
J anp 

+ y±^ . + . - .jx>+tx-i-jx, 

et changeant p en — p + > « aurait 

(4) •' 

an(p— i) J ' ‘ 

formule qui réduit successivement d’une unité l’exposant du 
binôme et le ramène ainsi à être compris entre o et i . 

Les formules (3) et (4) deviendraient illusoires, si dans la 
première on avait m = i et dans la seconde p = i ; mais 
dans l’un et dans l’autre de ces cas la différentielle proposée 
pourrait être rendue rationnelle et s’intégrerait par ce qui 
a été dit précédemment. 

24. Pour donner une application des formules qui pré- 
cèdent, proposons-nous d’intégrer la différentielle 

x^dx 

1 — X* 

dans laquelle m désigne un nombre entier positif. 

On a 

n = 2 , p = — 

ainsi cette formule est toujours intégrable. 

Or, si on applique la formule (i), on trouve 

/* x*"'V I — X* m — 1 r x”“*dx 

J \j\ — X* 

TQME II. 3 
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et faisant successivement m 


CUAPITRE IV. 

= 1 , 5, 5, etc., il vient 




On a donc, en général, si m est un nombre impair, 

/ x’°'dx 

p^m-i ^ (m — il I g.4.6...(w— - 




Si m est un nombre pair, on a, en faisant successivement 
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et comme de là on tire 


/ 

I 


dx 


\J \ — x’ 
x'dx 

\ l — X* 

x*'lx 


; = arc sin x, 




arc sm x. 


f X dx , J X\ j ; , I ô 

I T + Ô7IV*— •^+-7 arc sm x, 

J \Ji—x* \4 24 / 24 


1 en résulte 


r x"** ’ 

L m 


/ 


x"i/x 




[m — i)x“-’ 


1 .3.5. 7 . ..(m — 1 ) 


(ni—3)m a.4.Ü.8...»i 

, i.3.5.7...(m — i) 

H rrr^ arc sm x 4- C. 

3.4.08...»» ' 


Passons, maintenant au cas où l’exposant est négatif. En 
le représentant par — m, on a 


(a) 


/ x-”dx _ _ 1 — X* m — a rx~’"-'dx 

vT^' 


Cette formule ne peut pas être employée lorsque ni = 1 ; car 

alors le coefficient ^ deviendrait — - = — 30. La plus 

petite valeur que l’on puisse donner, dans ce cas, à ni est 5. 
Alors, la formule (0) devient 

r dx _ v'i— X» 1 r dx 
JxVi— V xy'i—x*’ 


d.x 


et il s’agit d’intégrer 

X — X 

qui a été dit au n“ (i 3 ). 


r. Or, en posant, d’après ce 
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on en déduit 


LIVRE I. — CHAPITRE IV. 


et 


y/i — X* = I + xz, 

— X = ai -}- XI* 

— dx = adi -}■ axzdî x'dx. 


dx 


dx 


xdz dx dx 


* + — j;* * + ** x\' l — X* ■* 

On a donc 

f — ë= = /^+c, 

^ xy'i — x’ 
et, par conséquent, 

f— ^ = 

J X^l — X* ' * I 

On arrive encore au même résultat, en posant x = ce qui 
donne 


dz 


dx = — ~. \!x-x^. 


\i’ — i 


et, par conséquent. 


dx 


dz 


On a d’ ailleurs 


;y/l — X* — I 


l -== = /(x+ Vx’— l). 

J 

Donc, en changeant x en z, 

Ç ~^~ = —{lz->f\z'— l) 

./ V^2’— * 

et, en remettant pour z sa valeur - , 

cc 

(j VR+^' 
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Si maintenant on fait dans la formule (a) m = 5, m = 7 , etc. , 
on en déduira 



faisant dans la même formule m = 2 ,m= 4 i m = 6 , etc. , on 
aura ensuite 



et de ces deux groupes d'équations se déduiront des formule.<t 
analogues aux précédentes. 


25. Proposons-nous encore d’intégrer la différentielle 
binôme 


x''dx 



qui se présente dans le calcul des oscillations du pendule. 
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On a 



et, en intégrant par paJ ties, 



Substituant cette valeur dans la première équation et ré- 
duisant, il vient 

x"dx a” ' 

V ax — X* 

En appliquant le môme procédé, on diminuera successive- 
ment l’exposant m d’une unité. On parviendra ainsi à l’inté- 


grale / que l’on pourra obtenir, car 

J \'ax — x' 



\jax — (sui — 


: r a’"’ 'dx 
J \ax — X- 
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LNTÉCnATION DES FONCTIOAS Tr.A.NSGENDANTES, 


IKTÉGKATION DES FOXCTIONS EXPONENTIELLES, LOGABITIIMIQIES 
ET CIRCULAinES. 


26. L'intégrale île la dilTéreiUielIe F (x) dx étant connue, 
on connaîtra également les intégrales des fonctions différen- 
tielles suivantes : 

F(e*)e*dx, F(a*)a*dx, F(/x) ^ 

F(sin x) cos xdx, F(cos x) sin xdx 

^ , . . rfx „ , . dx „ , , , dx 

F (arc SI 11 x) - — , F (arc cos x) - , F(arctangx) 


^ i — x’ 


s/i — 


v/i -i-x' 


qui sont des fonctions algébriques d’une transcendante multi- 
pliées par la différentielle de cette transcendante. 

/ dx 

(/x)’" — , on fera lx=z ; 

d’où — = dz, et l’on aura 

X 

J "* W « /» »m 1 1 

(/x)"-= L’^dz=^-\-c., 

X d tu 1 

OU, en remettant pour r sa valeur Ix, 

C dx (IxY'*' 

*J X 


III -(- I 


+ c. 
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De même, si F désigne une fonction algébrique, on voit que 
l’on rendra algébriques les fonctions dilférentielles de la forme 

F[e*)dx, F(sin x, cos x)dx 
F(sinx, sin ax..., cos x, cos ax...,)rfx 

en posant e^=z pour la première, et sinx = s oucosx = 3 
pour les deux autres. 

Par exemple, si l’on prend 


y*F(sinx, cosx)dx, 


ou posant 


sinx = 2 , cosx 


= — s’, dx ■■ 


dz 


V.--* 


cette intégrale deviendra 


et elle sera ainsi rendue algébrique. 

27. Soit maintenant la fonction Ps"dz, dans laquelle P 
désigne une fonction algébrique et s une fonction transcen- 
dante de X. Posons 


j'p Jx = Q, /q i Jx = II, Jr i ix = s.. 

En intégrant par parties, on aura 

J' P2"ix= Qz" — «y' Qi"’* ^ dx, 

j ^ 

f Rz-‘ 4^ dx = S-> — (n — 2 ] f Sz"-> ÿdx. 
J dx J dx 
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et substituant chaque intégrale dans celle qui la précède, il 
viendra 

j’ Pz'dx = Qj" — nRs*"' + n {« — i) Ss"'* — 

Si donc n est entier et que l’on puisse obtenir les fonctions 
désignées par Q, R, S, etc., on aura l’intégrale cherchée 

J* ?z’'dx. 

Soit, par exemple, la fonction 


On a 


Donc 


P= z=lx, ^ = - 
ax X 


Q — — , R — — -, S — — J. 
m m’ m"* 


f x--'(/x)-^x = — 
J m 


(/X)» - ^ {ixr' + (/X)"-* - ... 

rt n(n — i)...3.2.i 
m" 


+ C. 


Si l’on suppose dans cette formule te = z, elle devient 

+ ■ 


/=■ 


'dz = — 
m 


« . . «n — 0 

‘ Z"-’ 4- - — ^ Z’*-» — ... 

m m’ ' 

± n{n — i)...5.a. i 


m" 


+ C. 


Soit encore 


(arc sin x)" dx ; 

faisant z = arc sin x, P = i , on a 


Q = rP(te = x, R= — — x’, 

,7 v' 1 — X* 
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Donc 


„ C ' T 

S = j — \ i — x^ — = 

f’ — xdx 

T= I - 7 === \ 

J \'i — a ’ 


= — x, 


(arc siii x)" dx = 


X ^ 


1 — X* Jî(n — i)x 


ui'Cbiiix (arc S’il! X')* 


n{n — 1 ) (n — 2 ) 1 — x’ 


+ ••• 


(arc sin x]" -f C. 


(arc biii X)’ 

Si, dans cette formule, on pose arc sin x = z; d’où 


a: = siii;, dx = cos zdx, \ i — x’ = cosr. 


il vient 


J' i" cos 2 rfx = sin ? [s" — n(n — i)z" * -}- 

- 1 - cos ; [n2""‘ — n(n — i) (n — 3)2"“’ -}- ...] C. 


ISlÉGnATIO^ DES FONCTIONS DE LA FORME COS 6x dx, 
e“sin6xt/x cl siirxcos’xdx. 

28. Considérons d’abord les deux intégrales 
J'c'“ cos l/xdx , j'&'^ sm bxdx. 

Elles peuvent être déterminées à la fois au moyen de l’inlé- 
gration par parties. En effet, on a, parce que c""^dx = d ~, 


Ta- Il t^'Gosix , b r . , . 

1 e“- Cüs oxdx — a f 

C ... e“'’siii bx b C , , 

/ t°‘- sin bxdx = I c“^ sin bxdx: 

J (I n J 
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et de ces équations, on en lire 


, , nc.nshx — 4sin//x . ^ 

e" cos bxdx = e»» -1- C , 

ir 


. , , flsinôjc — hcnsbx 
siii bxdx = ; e” -t- C. 

a’ + ‘ 


f t“* si 

tJ 


:^9. On jæut encore deterniiner les deux intégrales 

j cos bzdz, J ;"t‘" si il bzdz , 

en réduisant l’exposant de 2 ; mais il est plus simple de dé- 
duire ces valeurs de la formule qui donne J'z’'c'‘‘d:. llsudit, 

pour cela, de remplacer dans cette formule m par a-\-b — 1 ; 
ce qui donne 


y* c"t“‘(cos hz -j- V — 1 sin bz)dz 

r nz”-‘ n(n — ib"~’ 

I » s" -f — i 

e^gcosé; -[- \ — 1 sin h:l rt-j-iy ' — 1 (a y/— 1 )* 

a-\-b\j — 1 ^ nfn — i)...ô.2.i 

(« + 6V^— 1 )" 

et, égalant ensuite séparément les parties réelles et les parties 
inmginaires des deux membres, on obtient les valeurs dont il 
s'agit. 

30. Considérons maintenant les différentielles de la forme 
sin^x cos"xt/x, 

m et n étant des nombres quelconques, positifs ou négatifs. 

^ Une simple substitution ramène ces différentielles à celles 
binômes. En effet, si l’on pose sinx ~z\ d’où : 

cosx = (i — s’j*, et rfx = (i — 
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on aura 

H — 1 

sin'"xcos"xrfx = 2 " (i — Z*) — - — dz; 

et cette fonction deviendra rationnelle et par conséquent in- 
tégrable, pai' la substitution du n“(i 9 ), toutes les fois que 

n sera un nombre impair ; car alors — sera nécessaire- 
ment un nombre entier. 

On peut encore poser cosx = z, et il vient : 



fonction qui est intégrable, si m est un nombre entier impair, 
positif ou négatif. 

.31. On parvient directement à intégrer la fonction dont il 
s’agit, en appliquant à cette fonction l’intégration par par- 
ties. 

En effet, on a 


y'sin"x .cos’x . dx = J’ cos""’xsin"’xcosx</x 

/’ . . . ■ r , , sin"*'x 

= I cos" ' xsm"'asin x= / cos"‘‘xo. ; — , 

J J TO -f I 

et, par suite. 


cos" xdx = cos""' X 


j sin'”x 

fl — 1 r 

: — / siir+’x cos" ’xdx. 

m 4- I J 




ni -|- 1 


On a d’ailleurs 


j sin"^’x cos""* xdx = j' (siii”xcos""*x) (i — cos* x) dx 
= j sin"’xcos""*xdx — J sin”xcos"xdx. 
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cos""‘xsin"+'a: , n — i 


et, par conséquent, 


j f sin-arcos-xrfo:= ®-Î2:!l££2!r!5 

(1) I m + n 

i I ” — » . 

f + ~ . / sm"a?cos"-*xrfj. 

Cette formule convient à la réduction de l’exposant n. Pour 
celle relative à l’exposant m de sin x, on a 

J' sin"x cos"xdx= J" sin"-'x cos"xbinxdx 

cos"^*xsin*'*x m — i r 

- ^ j siri—x cos-xdx ; 


et comme 


J’ sin"“’xcos"+’x</x 
= J (sin"-*xcos*x) (i — sin*x)dx 
= J sin"+*x cos"xdx — J" sin"x cos"x. dx, 


il en résulte 


y* sia"xcos*xdx 

cos"*'xsin"“’x , m— 1 / r. . , r. . \ 

= ; ; — I / sm""’xc0s'*xax— I Sin"XCC8*Xtfx); 

n + i 'n+iV,; J J' 
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ainsi : 


"X cos"xdx: 


sin"“'x cos'^'x 


( 2 ) 


/ sin" 

tn-\-n 

, m — \ r . 

/ sin" ’xcos'xox, 

n + i ^ 


Les formules (i) et (2) réduisent de deux unités chacun 
des exposants «1 et n. En les combinant successivement, on 
parviendra donc à réduire c:s exposants à o ou à 1 , suivant 
qu’ils seront pairs ou impairs, et l’on sera ainsi ramené à 
l’une des intégrales suivantes : 

^(/x, J' cosxrfx, j'b\nxdx, j' sinxcosxix, 
dont les valeurs respectives sont : 

J' dx — x-\-C,J' cos xdx = sin x + G 


sin’x 


J's\nxdx= — cosx-\-C,J' sinxcosxt/x= J" sinxt/sinx; 

Soit, par exemiile, l’intégrale 

y sin‘x cos’xrfx. 

La première formule donne d’abord 
ysin‘xcos’xrfx = — ^ sin’xcos'x 4- siii’x cos’xdx, 

puis 

/ sin’xcos’xcfx = — 7sinxcos’x+ 7 / cos’xt/x. 

J a 

Ou a ensuite par la seconde 

Ç cos* xctx= - sin X cos X 
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i7 


On est ainsi ramené à l’intégrale J' dx, dont la valeur est 
X + G ; donc : 

J' sin‘xcos*X(/x 


3.1 


= -sin’xcos’x — ^-sinxcos’x-f- — — -sinxcosx 4-— — -x4C. 

O 0..| 0.4. 3 t).4 3 

32. Les formules précédentes ne peuvent plus être em- 
ployées lorsque les exposants m et n sont négatifs. Mais on 
peut ics transformer eu d’autres qui s’appliquent aux cas dont 
il s’agit. 

Supposons d’abord n négatif. La formule ( 1 ) donne 

j ' siirx cos'xrfx 

sin"^'x cos""'.T . m4-n r. 

— I sm"xcos"xffx, 

n — i n — I J 

et changeant n en — n 2 , il vient 

/^sin"*x^^ sin"+'r n — m— a /’.sin"x ^ 

' J cos'x (n — i)cos"“‘x ‘ n — 1 J tos"“'x 

Si ni est négatif, on tire de la formule (u) 

J" sin""’xcos".rrfx 

sin"~'xcob"*' X , m4-n r . _ . , 

=r / sm"xcos"xax, 

m — I m — I J 

et, changeant m en — m -1- 2 , on a 


3. i.i 


/ rt 
si 


cos" X 


sm X 


dx = — 


cos'+‘x 


(m — ilsin" ‘x 


m 


m— n — a ^ cos"x 
— i J sin"*"*x 


Ces formules (3) et (4) permettent de réduire de deux unités 
chacun des exposants m et n. Par leur combinaison succes- 
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sive, OD parviendra donc à réduire ces exposants à o ou à i , 
et l’on sera alors ramené à l’une des intégrales suivantes : 


/ sin X Çcos X ^ r dx r dx ç dx 
cosx ’ J sin X ’ Jsinxcosx’ Jsinx’ J cosx’ 

dont les valeurs respectives sont : 

/ sin X , , , „ f cos X , ... . _ 

dx = — /cosx + C, - — dx + /sinx4-C, 

cosx J sin X 


/ n dx 

I cos*x ^dtangx 

sin X cosx I J ia„g j; 

«>' cosx 


ftangx-|-C, 




CAS PARTICULIERS. 


33. Si dans la formule (i) on suppose m = o, il en ré- 
sulte : 
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sin"'’j; COS ar . m—\r 
6iüxdx= ^ 

fn tn J 

Par suite, on a, si m est pair, 
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sia"xdx : 


cosx 


tn 


Sin"‘*X -I- sin"»-» 

m — a 

3 5... (w — 5) (m — i) 


sin"^’x-f-,.. 


— 4 ) (m — i) 


sin X 


i.5...(w- 5) (m-0 
L a-4.- (w — aj WJ 


et, si m est impair. 


sin*x dx = ■ 


cosx 


m 


sin"-'x + ^ i sin"->x + . 


m — a 
a.4...(wi — 5) (m — i) 


] 


+ C. 


/"■ 

I J 

1 3...(wi — 4) (wj— a) 

De môme, si dans la formule (a) on suppose «i = o, on a 

« J sinxcos"-*x , n — 1 /• 

I cos xax = ■ -| / cos""* xdx, 

d n n J 

Par conséquent, si n est pair, 


/ .J 

cos" xdx = 

n 


. . , ^ — 1 

c«- 1 ■»- J cos"*’ X -j- , 


cos"‘'x-j- 


n — a 


cos X 


, 5.5.. .(n — 5) (n— i) 
a.4...(n— 4) (n — a) 
i.5...(w — 3) (n— i) 

L 3 . 4 . ..(n — a)n ^ * 


et, si n est impair, 


/ 


cos" xdx = 


TOME II. 


sinx 


cos""' X -f 


COS"-’x-f ... 


n — a 
. 3 . 4 .. .(n — 5) (n — i) 
^ i.3...(n — 4' (n — a) 


+ c. 
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On a encore, en supposant m = n dans les formules (3) 
et (4), 


col"*' X 


’sin" X 

A . 

dx = 

I tang 

COS" X J 

r 

■cos" X 

f col" 

sin" X 

1 


Donc, si n est pair, 

tang"*' X tang*"’ x 


A.„g. _ îîüsr^ + ... ± tane X q=* + C, 

/ cot""‘x . cot""’x , . I 

cot" X(/x = — ^ ±cotxrpx4-C, 

n — I n — 3 

et, si n est impair, 

tang’x 


tang"-‘x tang"’*x 
Lang-xax— ■ 

/ Wl , 

col" xax =— -f- 


r . tang"-‘x tang"-*x 

J + 

cor*‘x , COl"-*X 


-±lcosx+C, 


. . COt*X . , . , P 

, 4-...± ±isinx+G. 

n— i ^ n — 3 a 


EXEMPLES d’ihTÉGRATION. 


34. Soit 


(•) 

On a 




dx 

b co s X 
dx 


/ dx 

1 ~J~> 

(a + é)cos*-^x + (a — 6)sin’ -X 


, 1 

ou en divisant par cos -x. 


Digilized by GoogI 



INTiGRATION DES FONCTIONS TRANSCENDANTES. 
dx 




COS* - X 
a 


(a -j- i) (a — tang» I ^ 
a 

En posant tang -x = z, on trouve pour x>b: 


* . .. i + a cos X 

“ arc cos — 1- C; 


pour a<6 


V'^a*— 6* 


U + 6 co s X 


+ « — a tan - x 


Uz= 


^ V^6 + a — Vô — a tang i 


et, pour 0 = 6, 


« = - tang - a!+ c. 


Soit encore 

(a) «= r 

^ J a cos’ a: 

On trouve 


-f-6 8in’<r* 


Pour 

(3) 


On a 


U = (o6) * arc tang 

U 


[v^© •*”«*] 


+ c. 


0 + 6 tang x’ 


St 


/ cos xdx 1 

a cos X + 6 sin X â’ + 6 * * 4 "^ sin a:)]+C, 

u= J' ^ fangxrfx 


et pour 
(4) 


Va + 6 tang'x 




+ C. 
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Soit maintenant 

(5) 

On a 
Pour 
: (6) 

on trouve 


et pour 

(7) 

Soit ensuite 

( 8 ) 

On trouve 

Pour 

(9) 

il vient 


u= tang e* rfx. 
« = — / cos e* + G, 
u= f — — — dx, 

J cüs’ (a*) 




r 

J xV« + 


-|-/•x 


u = \/a-\-l'‘x +C. 

/ xarcsin x 

w=x — — X* arcsinx-j-G 

“ = /arcsiny'^(^dx, 

u = (x+a) arcsin ^ ^-^j = Vox+G, 

On a pour 

{‘o) u = J ' xarcsin ^ i^a ^ 


X* . 1 - /ao — X , 1 (' x’rfx 

« = — arc sin - \ / — f- - 1 — i 

a a V 4tt 4 J V4«’— 


et parce que 


I r x'dx a’ XX / 

- /- - = — arcsin — — - V4a — x’+G, 

^i\a — X* ® 3û 8 


U = — arc sin - i / »« x _l 2_ arc sin — % \Jl\a — x’+G, 

» a V 4 a a aa 8 
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(>•) 

on trouve 


U 



^tr« Uof X 


(l+x‘)ï 


dx, 


ga«r.Untr(a-j-a;) 

(i+a*)(i+x*)ï 
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CHAPITRE VI. 


INTÉGRATION PAR SÉRIES. 


DÉVELOPPEMENT DE l’iNTÉGRALE 



dx EN SÉRIE. 


35. Lorsque la différentielle F («) dx ne peut pas être in- 
tégrée par les méthodes qni précèdent, on développe F (a?) 
en série, et, multipliant alors chaque terme du développe- 
ment par dx, on a à intégrer une suite de différentielles 
monômes. On obtient par ce moyen une valeur approchée 


de rintégralej" F (x) 


dx, si la fonction F(x) est une série con- 


convergente. 
Soit donc 


(0 F{x)=u,+ K, + tt, + ...-f 


une telle série. On aura 


F (x) dx = (m, -f- + >*») 

et, ensuite, en intégrant les deux membres entre deux limites 
quelconqùes a et 5, 

J F(x)dx= J' u^dx + J u,dx+ J u,dx+... 

u„dx+ f r„dx. 
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Mais le reste r, tend vers zéro à mesure que n augmente ; 
et il en est de même de J' r,dx; donc la série 

J u^dx-{- J K,(/x + j y' K.dx-f-... 

est convergente et a pour somme F(x) dx. Ainsi: 

(a) J' F(x)dx= J" Mjdx-f- J u^dx-{^ J' u,dx+... 

Si l’on remplace dans cette formule b par x, on aura 
F(x)dx= / u^dx-\- f u^dx-\- f u^dx 

36. Il est aisé de démontrer que la formule (2) subsiste 
encore lors même que la série (1) , supposée convergente entre 
les limites a et b, deviendrait divergente pour l’une de ces 
limites ou pour toutes les deux, pourvu toutefois que la série 
(2) ne cesse pas d’être convergente. 

En effet soient ;a, Ç, deux quantités comprises entre a et b. 
La formule (2) démontrée pour les limites a, b, le sera encore 
pour celles [x, et l’on aura 


f F{x)dx= f «gdx-f f u^dx^\- f «„dx-J-..- 

Or, si l’on fait tendre [x vers la première limite a, et Ç vers la 
seconde b, les deux membres de cette série, qui sont des 
fonctions continues de x, et qui ont constamment la même 
valeur, tendront l’un et l’autre vers une limite, et ces limites 
ne pourront être inégales. Donc 

j F(x)dx= y' Wjdx-l- J ^l^dx-\- J' «,dx + ... 

Le développement de la fonction F (x) en série convergente 
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peut aussi se faire à l’aide de la formule de Maclaurin. Eu 
effet, on a 

F(x) = F (o) + X F (0) + ^ F"(o)-f — F”(o) + .... 

i.a 1.3. a 


et, par suite, en intégrant, 

(3) f F (X) dx= C + xF(o) + ^ F (o) + ^ F" (o) + .... 


G désignant une constante arbitraire. 

37. On parvient encore au développement de J F(x)dlr, en 

faisant usage de la formule de Bernoulli donnée au n» (74) du 
tome I. On trouve, en effet, par cette formule, 

(i) J F(x)dx=C+xF(x)-^F(x) + ^F"(x)-.... 


38. On arrive aussi à ce résultat, en appliquant à F (x) dx 
l’intégration par parties. 

En effet, on a 


J F (x) rfx = X F (x) — J X F' (x) dx, 
j'x F' (x) dx = ^ F' (x) — J’ ^ F" (x) dx, 

F" (x) dx = F" (x) - f F" (x) dx ; 

J 1.3 1.3.3 J i.a.3 


et, ainsi de suite. On a donc en substituant 
J‘F(x)dx = C + xF(x) — ^F'(x) + — F'(x) — .... 
formule qui est bien celle (4). 
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EXEMPLES d’intégration PAR LES SÉRIES. 


39. Soit d’abord 

/ dx 

— = /(i + x). 

En ayant simplement recours à la division, on trouve 


= 1 — x+x’ — x’ + x‘ — .... 


1 4- X 

Par suite, il vient, en multipliant par dx et intégrant, 

/ dx X* , x‘ x‘ , x‘ 

7+i = '(‘ + x)=C + x--+^-- + y — .. 

Pour déterminer la constante C, il suffit de faire x = o, alors 
le premier membre se réduit à 1, = o ; le second disparait, 
en sorte que C = o ; par conséquent 




Soit encore 


On a 


-j = 1 — x’4~ x‘ — x‘4- X* 


1 + X* 

et, par conséquent, 

/ dx X* x‘ x’ X* 

— =arc Ungx = x- - + - -.... 

L’arc et la tangente étant nuis en même temps, on a G = o 
donc 


•b , O/ •«/ , *<R/ 

arc tang x = x — -=-4-v 1 • 

3579 
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Cette série cesse d’être convergente lorsque æ > i ; c’est-à- 

TZ 

dire quand l’arc surpasse Dans ce cas, on doit poser 


et l’on a 
dx 


» - » ^ I » » I 

x’ + 1 x’ x‘ x‘ X* 


r . n * I * ‘ 1 * 

/ -ri — =arctangx = C ^ 71 H î ”• 

J X* + 1 X 3x* 5x* 7x’ 


Soit 

( 3 ) 


r dx 

J y/i — X* 


arc sm x. 


En développant 


\/ 1 — X 


= par la formule du binôme, on 


(a) ' = 1 i 4- ilË j>-|. ilH j«-f- 

^I_x‘ 2 

Multipliant par dx et intégrant, il vient 

C ‘ CI , 1 x’ , I 3 x' , I 3 5 x’ 

/ — «rcsmx==C + x+-- + --— 

J a 3 a 4 5 246 7 

L’arc et le sinus étant nuis en même temps, on a G = o; 
donc : 

-, 1 X* , 1 3 x‘ . I 3 5 x’ , 

iG arcsinx = x+ - — + + -7 ^ 

' 'a3a45a457' 


Pour x = i, la série (a) cesse d’être convergente; mais 
comme celle (6) ne cesse pas de l’être, on a 


■n 

a 


^a5^a45^ 


I 3 5 I 
a 4 ü 7 


Soit enfin la différentielle 
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dx 

Vax — X* sJ \ — bx 
qui se présente dans la mécanique. En développant le facteur 
(i — 6x)*, on aura 

(i — bx)~* = I + 1 6x + ^ i’x* + 6»x*+ 

a 3.4 3,4.0 

et, substituant dans la proposée, il viendra 



On sera ainsi ramené à intégrer une expression de la (orme 
x”dx 

\j âx X* ' ^ d’après ce qui a été 

dit au n* (ig). 
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CHAPITRE VII. 


INTÉGRATION DES FONCTIONS DIFFÉRENTIELLES DE PLDSIEORS 
VARIABLES INDÉPENDANTES. 


CONDITION d’iNTÉGRABILITÉ DES FONCTIONS DE DEUX VARIABLES 
ET INTÉGRATION DE CES FONCTIONS. 


40, Intégrer une différentielle de la forme 
Mrfx + Nrfy + Prfz-f ... 

dans laquelle M, N, P,... sont des fonctions de x, y, z 

c’est trouver une fonction de ces variables F (x, y, s,...) dont 
cette expression soit la différentielle totale. 

Considérons d’abord le cas de deux variables indépen- 
dantes; et soit 

Mrfx Nrfy 


la fonction différentielle qu’il s’agit d’intégrer, M et N étant 
des fonction.^ des variables x et y. Pour qu’une telle fonction 
soit la différentielle totale d’une fonction de x et y, il faut 
qu’il exi.ste entre les quantités M et N une certaine relation 
que nous allons chercher. 

Soit U = F (x, y) , on aura 


du = 


du 

dx 


dx -|- 


du 

dx 




et, comparant cette expression avec la proposée Mda: -}- Ndy, 
on en déduira 


du du 

dx dy 
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Or 


Donc 

(«) 


d'u d'u 
dxdy dy dx 

dy dx’ 


Telle est la condition nécessaire et suffisante pour que la 
fonction différentielle proposée soit intégrable. 

Si donc cette condition (i) n’est pas remplie, il n’existera 
aucune fonction de x et y qui ait pour différentielle totale 
l’expression proposée Mdx -f- Ndy. Mais si elle a lieu, alors 
cette fonction u existera et on pourra l’obtenir de la manière 
suivante : 

Posons 

du = Mdx + Ndy. 


L’intégrale « devant avoir Mdx pour différentielle par rap- 
port à X, cette intégrale sera de la forme 


u= J Mdx-|-4<(y), 


ti (y) étant une fonction de y ; et il s’agit de déterminer cette 
fonction <!/ (y) par la condition que la dérivée de u par rap- 
port à y soit N. 

Or, en posant f Mrfx = r, on a 



du dv di/(y) 

— V. 


dy~ dy dy 

— . Al , 

d’où 




^+(y) _N_ 

dv 




et en intégrant 



- 

M!/)=/(n- 

> 
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Pour l’intégrale cherchée, on aura donc 

41. Ce procédé suppose l’existence de la condition (i). En 

effet, l’expression N — ^ devant pas contenir x, il s’ensuit 

que sa dérivée par rapport à cette variable doit être nulle, 
et qu’ ainsi 

dN d'v 


Mais 


dx dxdy 
d'v 


= 0 . 


d*v d'v ^dv dM 

dxdy dydx dx dy’ 


dv 


puisque — = M. Donc 

Uâ/ 


et, par conséquent, 


dy 


dx dy 


^_dM 
dx dy ' 


42. Exemple. Soit la fonction différentielle 

ydx — xdy 

x’ + ÿ* 

En écrivant cette fonction de la manière suivante : 


y 


-dx- 




a:’ + y’ " ar’ + y* 
et comparant avec celle Mdx + Ndy, on en déduit 
y X 


M = - 


x' — y 


t > 


N= — 


x*-\-ÿ 


»» 
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Par suite, on a 

d ! y x*-f-y* — yiy x* — y* 

dy ~dy U’ + W “ (^’+yT ~ (x’ + y*)*’ 

rfN d ! — a: a;’-|- ;/’ — xix ar’ — y’ 

dx ~ dx \x* + yV ~ (x‘ +y’j‘ ”” (x* + y’)* ’ 

ainsi, la condition d’intégrabilité se trouve satisfaite. 

Si maintenant on po.se 


«=/ + «Hy) = arc tang ^ + ^ (y), 

/ 

on aura, en dilTérentiant, 


et, comparant avec la proposée, on en déduira d<{« (y) = o, 
d’où (j/ (y) = G. Par conséquent : 


U = arc tang — 

y 


+ C. 


CAS DE PLUSIEURS VARIABLES INDÉPENDANTES. 


A3. La même méthode s’applique sans difficulté au cas où 
le nombre des variables indépendantes est plus considérable. 
Considérons, par exemple, le cas de trois variables x, y, z, et 
soit 

(i) du = Mdx + Ndy 4- Pdî» 


la fonction différentielle qu’il s’agit d’intégrer, M, N, P, étant 
des fonctions des variables x, y, z. 

On a 


du .du .du 

du — — dx -Y -J- dy — dz 
dx ' dy ’ ' dx 
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et 

Or 


, du K du 

"“Si’ ^ 


du 

Tz‘ 


d'u rf*« d'u d'u d*u d*u 

dxdy dydx’ dxdz dzdx' dydz dzdy' 


Donc 

(a) 


^_rfP 

dy dx’ dz dx’ dz dy 


Ces trois conditions (12) sont celles qui assurent l’intégra- 
bilité de la fonction proposée (1). Lorsqu’elles auront lieu, 
la fonction u existera et l’on pourra toujours l’obtenir de la 
manière suivante : 

La différentielle de la fonction u par rapport à x devant 
être Mdæ, on a 

u=zj Mrfz + <Kÿ,z), 


(y, 2) étant une fonction de y et 2 ; et il s’agit de déterminer 
cette fonction <}i par la condition que les dérivées de l’expres- 
sion précédente, par rapport à z et à y, soient respectivement 
N et P. 

Or, en posant f Mdx = r, on a d’abord 


d’où 

et, en intégrant. 


dy dy~^ dy ~ ' 


M du 

dy dy> 


^{y,^) = fdy 

f (2) désignant une fonction de z seule. Ainsi : 
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Il nous reste encore à déterminer la fonction f (z) par la 
condition que la dérivée de l’expression précédente par rap- 
port à Z soit P. 

Or, en différentiant par rapport à z, on a 



d’où l’on tire 


d'y \ df(x] 
dydz)' dz 


= P: 


P dv c /rfN d*v\ 

et, en intégrant, 

Pour l’idtégrale cherchée, on a donc 

•=o+/jj (n-S) 

Ce qui précède s’applique au cas d’un nombre quelconque 
de variables. On voit en général que si n est le nombre des 

• Kl ” (” — 0 

variantes, — sera celui des conditions nécessaires et 

suffisantes pour que la fonction différentielle proposée soit 
intégrable. 


EXEMPLES. 


ftu 




TOHE II. 


^ . V X 

"=ï;+î+;+‘^- 
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da=:^A- 


xy 


dz 


a— Z ''a—z (a— z)* 

,n 

«= l-ti. 

a — Z 

du = (y + z)rfj4-(z + a:)rfy4-(x4-y) dz 
Mz=xy + ÿz + zi + C. 

du = (e* + ye^] rfa: + (e* + xe») dy 
« = xe* + ye* + C. 

adx — bdy by — ax 


du = 


u= 


-i- 

Z ” Z’ 

av — by 


dz 


-f C. 


+ 




„ = î» + î£ + !2 + c. 

Z ' y ‘ X 
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DÉTERMINATION DES INTÉGRALES DÉFINIES. 


VALEURS DE QUELQUES INTÉGRALES DÉFINIES SIMPLES. 


àà. Les géomètres ont fait connaître plusieurs méthodes 
à l’aide desquelles on parvient à déterminer les valeurs des 
intégrales définies. Nous nous bornerons ici à indiquer les 
principales. 

Lorsque l’intégrale indéfinie de la fonction qui se trouve 
placée sous le signe J peut être déterminée, l’intégrale définie 
de la même fonction s’en déduit immédiatement. 


Exempus. Soit 


(•) 

comme 



x"dx; 



m -f- 1 


+ C, 


on trouve, en appliquant la formule du n* (3), entre les 
limites o et i , 



x"dx = 


I 

m-j- i’ 


m -f 1 étant positif. 
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Soit encore 
(>) 

puisque 


%/ Q •*« 

C-lx + C, 

J X 

on a, entre les limites a et b. 

Considérons maintenant les deux intégrales 

dx dx 

J t U* "1" *' * — X* 

f -rr—i — ~ 1 ^ 

J o* + x* a a 

= arc sin x + G. 


(5) 
On a 


/ 


^ I — x’ 

Donc, entre les limites o et i , on trouve respectivement : 

r' dx 1 . it dx it 

J, o’-^-x’ O 4® ‘'o — X* * 

Soient 

' n î ü 

y*sin"xt/x, y cos*xdx, tang"xdx. 

D'après les formules du n° (33), on a i* : si m est pair, 

/.l /-ï _ . I)’' 

y sin"xc/x= y cos"xdx=. 

ir 

y^ang"xdx = J;^-;;;:|:3+..•+5^‘+ I 
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et a*, si m est impair, 


r 


sin"x dx 


r* » J a.4.6...(m— ) 
= / cos"xax= - 
J a 


1.3. 5.7 ... m.. 

f*lxüg-xdx=— T - ±- /(-). 

Jo ® m — 1 m — 3 ' 4 a \a/ 

On trouve de môme, d’après les formules ( 1 ) du n* (3i), 


j: 


cos*"xsin’"xdx= 


J" cos’"x sin’"*‘x dx = 


i.3.5...(am — 1) i.3.5...(an — i) it 
a.4'6.-.(AW* + an) a 

2.4.6 ... an 


( 2m-f-i)(ai«4'3]---(am-f-an-|-i) 



1.3.5 ... (am — 5) (am — 3)(am — i) it 
a.4.6 ... (arn — 4)(a"‘ — a).am a 

2.4.6... (im — 4){a»i — a).am 
1.3.5 ... (ani — 3) (am — 1) (am-j-i) 


45. Les valeurs de I *sin"xdx et | * cos*xdx, données 
Jo Jq 

dans ce paragraphe, conduisent à une expression remar- 
quable du nombre « donnée par Wallis. En eflet, si l’on re- 
marque que ces valeurs tendent l’une et l’autre vers zéro à 
mesure que le nombre tn pair ou impair augmente indé- 
finiment, on en conclut que le rapport de ces valeurs a pour 
limite l’unité, et par suite que 


it a.a.4-4-6.6.8 8 ... 
a 1.5.5.55.7.7.9... 

ce qui est la formule annoncée. 

46. Dans les exemples qui précèdent nous avons supposé 
que les limites a 'et 6 de l’intégration étaient finies; mais il 
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peut se faire que ces limites soient infinies. Dans ce cas, la 
valeur de l’intégrale peut être finie, infinie ou indéterminée. 

Exemples. Soit 

(i) e-ix. 

L’intégrale indéfinie de la fonction tr’ix étant 


dx = — C, 

on a d’abord ■ 

•> 

et ensuite pour 6 = oo 


Soit encore 

(^) 
on a 

Par suite, 

et en faisant 6 = 



valeur qui est infinie. 
Pour 

( 3 ) 

on a d’abord 



cos xdx. 



cos xdx = sin 


à. 
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et ensuite 


/I « 

I cos X </j: = sin CO — sino, 


valeur qui est indéterminée. 
On a de même 


e"(/x = co, J r**dx = -. 


("“ dx it 

r. 

dx Tt ^ “ rfx Tt 

X* a* ~ aa’ 

d, » 

4 -x’ a’ J -a, x’-f-®* 

l'“ dx 

IC 

^ “ dx it 

,/j x’ + fl “ 

isja 

J_»(x — u)’+^’ 

‘ dx 

x"'* 

(m — i)...3.a.i r" dx 

(i + x)"““' n—mj^ 

(l-f-x)' 

' (n — — 3)n— a)Jg (i + a;)" 

I .a.3 ... (m — i) (i.a 3 ... (n — m — i 





1 .a 

1.3... (n- 

-) 

« 

dx 

a «— 3 f 

“ dx 

1.3.5 ... 

(an - 3 ) 

r~ 

dx 

h {'+^^7 

' an— a J, 

{i+x*)"-‘ 

3.4.0 •.. 

(an — a) 

J, 1 

+ x* 




1 .3.5 ... 

(an — 3 ) 

TC 





a.4.0 ... 

, (an — a) 

2 ^ 



dx 

1 . 3 . 5 ... 

(an — 1) it 

a"!*"*"!) 



J 

(a + x*)»^‘ 

3.4 ü 

... an a 


> 


X''- 

“ cos bxdx = 

a 

/•“ 

/ e-**sin 6 xdx=-r 

7 “ 

b 

T*” 


• 



r"* • 

1 . 3 . 3 .. 

,.n 


J. 

x"e’*rfx = i.a 

;. 3 ...n, J 

x"e'“dx 

0 

— ^n+l 




f x"e"“ (cos bx -f V — > sin 6x)rfx = ■ — * ^ 

do (a + 6 

f x"e~** sin bxix = — ' ^.c tang -1 , 

(a* + 6')*”^” ^ 


Digilized by Google 



72 


Livne I. — CHAPITRE TIll. 


X-- 


i.a.o...n 
I “ cos bxdx — — - cos 


|^(n + 1 ) arc tanp 


(o'+6Tl ) 

47. Oo peut, dans certains cas, reconnaître si l’intégrale 
J' F(x')dx 


a une valeur finie et déterminée quand l’une de ses limites 
devient infinie. 

En effet, soit s une quantité comprise entre les limites a et 
6. On a 


F(x)dx = J^’"F(x)dx + J^ F(x)dx; 

et, comme la première partie a une valeur finie et déterminée, 
il suffit de considérer la seconde. 

Or, en mettant la fonction F (x) sous la forme 

X" ’ 


( (x) étant une fonction qui ne devient ni nulle ni infinie 
pour des valeurs de x comprises entre Ç et 6; et représentant 
par K et K, la plus grande et la plus petite des valeurs que 
prend { (x) entre les mêmes limites, on aura, si n > i. 


et, par suite. 





n — I 



Quand 6 = oo, le second membre de cette inégalité se réduit 
K /** 

à yrcrr" l’intégrale J F (x) dx conserve une va- 
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leur finie et détermiuée pour la même valeur. Par conséquent, 
il ei: est de même de la proposée f ¥(x)dx. 

V a 

Si n < 1 ou n = 1 , on a 


*C X 

en sorte que 

r* K K 

X ^ X j: ■'* =* TTir - 5'“) . 


et comme l’une ou l’autre de ces valeurs devient infinie quand 
6 = 03, on en conclut que l’intégrale J F{x)dx, çt par suite 
/•* 

aussi la proposée J F{x)dx le devient également pour la 


même valeur. 


CAS oc LA FONCTION SOCS LE SIGNE OEVIENT INFINIE AUX LIMITES 
DE l’intégration. 

48. Dans le cas où la fonction F(x) sous le signe J" devient 

pb 

infinie pour x = b, on définit J F(x)dx comme la limite 


'a 

vers laquelle tend l’intégrale J F(a;)da: quand e tend vers 

zéro. 

Pareillement, si la fonction F(z) devient infinie pour x = a, 
f F{x)dx est la limite vers laquelle tend l’intégrale 

•'o 

/•fc 

I F(a:)da; quand c tend vers zéro. 

Ja+t 
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On peut souvent reconnaître si l’intégrale 
f*F(x)Jx 

a une valeur finie et déterminée quand la fonction F(ji) de- 
vient infinie aux limites de l’intégration. 

En effet, soit ^ une quantité comprise entre a et b. On a 

f F(x)dx= I^F{x)dx-\- f F(x)dx; 

J a *- a C 

et la première partie de l’intégrale ayant une valeur finie, il 


! f ¥{x)dx. 


suffit de considérer la seconde 
Or, en mettant la fonction F(x) sous la forme 

?(^) „ 

(6-x) ’ 

n étant un exposant tel que la fonction <p(x) ne devienne ni 
nulle ni infinie pour x = b\ et représentant par K et K, la 
plus grande et la plus petite des valeurs que prend <p(x) entre 
les limites et b, on aura, si n < i , 

K 


ou 


c’est-à-dire 


< (6-x)"’ 

/>i-t K 

r“F(x)*< 

n — I 


Maintenant si l’on fait tendre e vers zéro, le second membre 
de cette inégalité tendra vers la quantité finie 


K 


I — n 
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J f'b—t 

F(x)dx aura une valeur finie. Donc il en sera de 
C 

/•* 

même de la proposée J F{x)djr. 

Si n est supérieur à l’unité, on aura 


en SOI te que 


/ X K, 


OU 


jJ*-F(xKx>i[^-j^]; 

et comme en faisant tendre e vers zéro, le second metnbrê 
devient infini, on en conclut que J' F{x)dx, et par suite 

y F{x)dx est infinie. 


Si n = 1 , on a 


, ^ K, 


_^‘“k(x)</x> jj‘-‘irfx>Ki (^). 

Mais pour e = o, le second membre devient infini. Donc 

F{x)dx, et par suite aussi J F\x)dx est infinie. 

Les mêmes remarques s’appliquent au cas où la fonction 
F {x) devient infinie pour x = a. 
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CAS OC LA FONCTION SOCS LE SIGNE J DEVIENT INFINIE ENTRE 
LIMITES DE l’intégration. 

49. Lorsque la fonction F(at), sous le signe j', devient in- 
finie pour une certaine valeur de s comprise entre les limites 

r'’ 

a et 4 de l’intégration, on regarde / F(a:)dx comme la limite 
vers laquelle tend la somme des intégrales 

f’' F{x)dx, f F(x)dx, 

quand e et v) tendent vers zéro. On pose alors 

Ç F(x)c/x = lim n F(x)'/x-f- f F(x)dx, 

et, dans ce cas, l’intégrale peut avoir une valeur finie et déter- 
minée ou infinie et indéterminée. 

Considérons, par exemple, l’intégrale 

/’+“ dx 

fc/ —fl <x 

dans laquelle o et 4 sont des quantités positives quelconques. 
Pour x=o, la fonction - devient infinie, et l’équation 

X 

ci-dessus donne 


r+^dx r—tdx , ('+'• dx 

I — = lim I h lim / — 

1 / X tj — a X X 


Or 


’ + * dr 


J-t X 

j+n X 
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Donc 


ou 


/ \- f — =lb-la-\-lt—ln, 

J-a X j + X 

/.:‘T='©+'(i)- 


valeur qui est complètement indéterminée à cause de l’indé- 
pendance des quantités e et 

50. Lorsque dans la somme 


^ F{x)dx + j'^^^F{x)dx, 


on suppose = e, elle se réduit à 


F{x)dx -f- F{x)dx, 


et la limite vers laquelle tend cette somme quand on fait 
tendre e vers zéro est ce que Cauchy a nommé la valeur prin- 
cipale de Y iniégnûe y F (x)dx. Dans l’intégrale f par 


exemple, cette valeur principale est 


j—t 

•/ b\ 


DÉTERMINATION DES INTÉGRALES DÉFINIES A l’aIDE DE LA 


DIFFÉRENTIATION ET DE l’inTÉGRATION SOUS LE SIGNE 


/ 


61. La différentiation ou l’intégration sous le signe donnent 
le moyen de déduire, d’intégrales définies déjà connues, 
d’autres intégrales nouvelles. Voyons d’abord en quoi con- 
sistent ces procédés. 
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Soit l’intégrale définie 


y F(i)dar 


que nous avons vu être représentée par l’aire comprise entre 
la courbe dont l’équation est y = F(x), l’axe des x, et deux 
ordonnées fixes correspondantes aux valeurs x = a, x = 6 de 
l’abscisse, intégrale qui a, par conséquent, une valeur con- 
stante déterminée. On peut supposer que la fonction F(.t), 

sous le signe J", contienne une variable z, autre que celle 

X, à laquelle se rapporte l’intégration, et chercher alors, 
par rapport à z, la dérivée ou la dilTérentielle de la nouvelle 

espèce de fonction J F(x, r)dx qui en résulte. 

Supposons d’abord que les limites a et 6 de l’intégrale dé- 
finie ne contiennent pas x, c’est-à-dire demeurent constantes; 
et soit 


u = y F(x, z)dx, 


En donnant à z l’accroissement Az, « prendra l’accroisse- 
ment Au, et l’on awa' 


d’où 


U -|- au = y F(x, : -j- Az)dx, 

/•i ri 

au = J F(x, z -|- az)dx — J F(x, z)dx, 
= y (F(x, z-}-az)— F(x, z)]dx. 


et, en divisant par Az, 

Au /■* F(x, z -f Az) — F(x, z) . 

^=J. H 
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à la limite, on aura dune 
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(*) 


du r'’av[x, 

dz Ja dz 


^dF{x, z) 


ix. 


Si maintenant a et b dépendent de s, c’est-à-dire sont des 
fonctions de z, on aura, en regardant « comme une fonction 
de a, b, z, 

du , du du 

du — “ 7 “ cia -f- — P do -4“ -p 
da do dz 

Mais 

du /’* dF(ar, z)dx 


d'* ü, N du du r 


dz 


Donc 


z) 


(a) du=F{b,z)db — Fla,z)da-{-dz f " dx. 

«/ dz 

52. On peut donner à ce résultat une interprétation géo- 
métrique fort élégante. Considérons, en effet, la courbe AM, 
/îÿ. (3), dont l’équation en coordonnées rectangulaires est 

ÿ=F(®, z). Lafonction u = f F(x, s) da: exprimera l’ aire APQM 

d a 

comprise entre cette courbe, l’axe des x et deux ordonnées 
fixes correspondantes aux abscisses OP = a, OQ = 6; et si l’on 
donne à la variable z un accroissement infiniment petit repré- 
senté par dz, a et b, qui sont des fonctions de z, prendrons 
des accroissements da, db, respectivement égaux à PF, QQ'; 
la courbe AM se transportera en EG, et l’on aura 


F(a:,z -f dz]dx = P'FHQ', 

tt+da 


et 


du = PTHQ’ — PAMQ = (PEGQ — PAMQ) — PEF F QGHQ'. 
Mais l’aire PEGQ est représentée par j" F(x, z -f dz)dx; 
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celle PAMQ l’est par f F(x, z)dx; et quant aux aires PEFP 

V a 

et QGIIQ' que l’on peut remplacer par les rectangles PAMP' 
et QMNQ’, en négligeant les quantités A'Am et M'Mn infini- 
ment petites du second ordre, elles le seront respectivement 
par F (a, s)daetF(6, 2)dt, F(a, s) et F(&,a) étant les ordonnées 
correspondantes aux abscisses OP = a, OQ = b. On aura 
donc 

du=j^y F[x,z -\-dz]dx—J' F(x, z)dxj— F(a, î)da-f F(6, 2)d6, 
et, par suite, 

du = dz £ — F(a, z)da + F(é, z)db. 

53 . Si l’intégrale de F(x, z)dx était indéfinie par rapport à 
X, on mettrait cette intégrale sous la forme 


u = J^ F(.T,s)dx-f-<Kz), 


^(zj étant une fonction quelconque de z; et différentiant 
alors par rapport à z, on aurait. 


du /*'dF(x, z) 


du r 

dz ~ Ja 


dz 


dx + <l-'(z), 


ou, parce que <j/'(z) est une constante par rapport à x, 


du f'dF(x, z) 

~dz “ 


du P 


dx. 


54 . Passons maintenant à l’intégration sous le signe £ Soit 
l’intégrale définie 

F(x, ij)dx 


qui a lieu par rapport à x. 
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Si l'on multiplie celte intégrale par dy et que l’on intègre 
ensuite par rapport à y, on aura 

M. F(x, y)dx, 
et, entre deux limites i et de y, 

j f*^é /*A 

55. On peut intervertir l’ordre dans lequel les deux inté- 
grations ont été faites, c’est-à-dire que 

^jf. y)^y- 

Kn effet, on a 

tJ. [*=/Pte»)«»]=J. ■<' T, 

~L 

et, par suite, en intégrant les deux membres par rapport à 
y, et entre les deux limites Ç, 

j dx j\\x,y)dy=j^'dyj F{x,y)dx. 

L’intégrale J dx J^*T{x,y)dyo\icel\eJ^ dy J' ¥{x,y)dx 

il une signification géométrique fort simple. Cette intégrale 
exprime en effet le volume compris entre la surface dont 
l’équation en coordonnées rectangulaires est 2 = F (x, y), le plan 
des xy, et quatre plans parallèles deux à deux aux plans coor- 
donnés yz, yx, répondant les premiers aux abscisses x = a, 
x = b, et les seconds à celles y = Ç, y = $,. 

TOUS 11. 6 
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56. Applications. Soit, en premier lieu, l’intégrale 
/•* d.c Tt 

/ .= - fl 

+ a 2 

En dillérentiant n fois par rapport à o, on trouve 

i.a.3...n . |35 an— i i 

Jo + 2 2 2 2 „n.-2 

Par suite, on a 

dx 1.3.5.. .(an— i) ^ . 

Jo (x’ + a)'"*’” 2.4.6.. .2K 

Soit encore 


J. 


e-“ dx= -. 

a 


En différentiant cette équation n —1 fois de suite par rap- 
port à a, on obtient 

i.2.3...(n— 1 ) 


I e“**x""‘dx = ' 

V O 


Si l’on désigne par r(n) l’intégrale J' on aura, 

pour n entier et positif, 

r(n) = i.2.3...(n — 1 ). 

Par conséquent, 

r(n) 

(«) r“x"-‘ dx = — . 

Cette formule s’étend au cas où a est imaginaii’e et repré- 
senté par a -{-b)/ — i. 

En eflet, on a 


/ 


r(‘‘+V‘N-c : 


/ — ^ 

a-f-iy — 1 

e "(cos bx — V—*' sin bx) ^ ^ 

a -f- ôy — * 
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a+ Ay — 1 
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et si l’on différentie maintenant cette expression n— i fois 
par rapport à a, on obtiendra 


Jo ^ V ')” 

équation qui est celle (a), dans laquelle a se trouve remplacé 
par 0 + 6 V — i . 

Si l’on pose dans cette formule 

0+6 \/ — i=p(cosO + v'— I sinO); 

d’où 

p=y/a’ + 6% cos6 = — ° 8inO= - ^ — . 

s/o'+b* ^a* + 6‘ 

on obtient 


/ e'"(cos 6 x — V — 1 sin 6 x)x"”'dx=î^(cosn 6 — y/ — isinnô) 
Jo P 

et de cette dernière on déduit : 

r(n) sin n 6 


I. 


e'“x""‘ sin bxdx = 


r 

I x"“* cos bx dx = 

Jo P' 


r (fl) cos n9 


Soit maintenant 


X 


COS bxdx = , 

0 o*+6’ 


on en déduit» en intégrant par rapport à a, 


L'H 


r— cos bxdx 


f' ada 

“ o’+ 6 *' 
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Mais en intervertissant l’ordre des intégrations, on a 

da e-'^ cos bxdx= dx f e"“cos 6xcfx 
O J Q J J U 

/* » A-U* p-O* 

= I cos bxdx, 


et, d’autre part. 


Donc 


ada 1 a* + 6’ 

Ju 2 U* + 6 * 


I cosbxdx= - t . I 

J, X a u’+6* 

Si dans cette formule on fait 6 = o, il vient 

dx=i^-. 

X U 

On arriverait encore au même résultat, en intégrant par 
rapport à a, entre les limites u et a, les deux membres de 
l’équation 

/*** 1 

/ e~“dx = - . 

Jq a 

Si l’on applique le même calcul à la formule 

b 


X 


e~^ sin bxdx ■■ 


a' + b 


!» 


on obtient d’abord 

/ da I e""'' sin 6xrfx = j -r — 7- 
Jv Jo — 6‘ 

« U bîa — u) 

= arc tang - — arc tang - ■— arc lang -i— ; 

b b 0* -f au 

et comme 




e^sin bxdx 

g— o« 


= / 

Jo c'y 


sin bxc^^^da 


=x 


sin bxdx, 
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il en résulte 

e“ ... , A(rt — u) 

I sin ox dx = arc tang — - — - . 

«/ 0 X 6 ûu 

Si dans cette dernière on fait a = u = o, on obtient 
’sinftx . TI /■*'sin6x 


85 


(«) 


n sinox , TI /■*'sin6x , 

I dx = - ou / dx=it. 

da X a X 


Pour b négatif, il est évident que l’on aurait 
“sin bx 


ç sin bx it 

J. X ~ a‘ 


Si dans la formule qui précède on remplace successivement 
b par a + é et par a — 6, on aura, en supposant a> b. 


X 

X' 


sin(«-l-6)x it 

dx— - , 

X a 

“sin(« — b)x 

dx a’ 


et ces équations combinées successivement par voie d’addition 
et de soustraction donneront 


“sin ôxcos ax 


r smax cos bx , n r , 

I dx = -, I ■ dx =o: 

Jo X -X Jo ~ 


d’où: 

a /’”sinaxc 

-Jo 


sinoxcoséx a 

- = 1 ou 


T.Jo 


“sinux cosbx 


= O, 


suivant que a > b on a < b. Dans le cas où a = 6, le premier 
membre de cette intégrale se réduit à 


- f 

Jo 


sin lax 


dx 


et a pour valeur - d’après la formule (a). 
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67 . On peut faire servir les formules (6) à la détermination 
de l’intégrale j En effet, si l’on multiplie les deux 


c,'0 ‘ + 

membres de l’équation 


^ 

I e"“ sin ixrfx = -7-^— TT 

J, a’ +6’ 


cos bdb 


par et qu’on intègre ensuite, par rapport à 6, entre les 


limites 6 = 0 et i» = co, on aura 
' sin bx cos b 


Mais 




f e-“rfx f 
J Q J t 

’ sin hx cos b 


db 


cos bdb 


+ ‘ 


, d6 = 0 ou - suivant que l’on a « < i 
b a 


ou X > 1. Donc 

D’ailleurs 
Donc enfin 


■K , /•"cos bdb 

- e-“dx = I -tt-ÂÎ- 
a J, J O “ + 6 

i: 


(T^dx =. - e"“. 
a 


r'°acos bdb it 

X a« + 6« 


OU, en remplaçant b par ax, a étant essentiellement positif, 

)S<U 
'0 ^ 


r“’cosaxdx it _ 

J» 1 4 - x' ~ a * 


DÉTERMlHATIOIf DES INTÉGRALES DÉFINIES PAR L’INTÉCRATION 

d’équations différentielles. 


58 . Un autre procédé très-ingénieux pour la détermination 
d’intégrales déûnies, et auquel on doit de nombreux et beaux 
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exemples, consiste à former, entre l’intégrale proposée et 
quelques-unes des constantes que cette intégrale renferme, 
une équation différentielle que l’on puisse intégrer. L’exemple 
suivant, dû à Laplace, est très-propre à donner une idée de 
cette méthode. 

Soit 



e— "’f’ cos ibxdx. 


En difiérentiant par rapport à b, on trouve 


du 

Tb 



sin ibxdx. 


Mais en intégrant par parties, on a 




sin 2bxdx= r sin 

a* 




e-®’'^co Thxdx; 


d’où l’on déduit, en remarquant que le terme — 
est nul aux deux limites or = o et æ = c«. 


et, par suite. 
On a donc 


du 

Th 



/;» 

U = Ce 



cos ibxdx = Ce a*. 


Pour déterminer la constante C, il suffit de faire b = o\ 
alors 


:= r*— = i f 


— r» v/ït 

e dx= — . 

aa 


Donc enfin. 


J. 


— o*jr^ I f V ^ 

C cosaix(/jr=: — e , 
20 
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Soit encore l’intégrale 


"=i. ?+?''"• 

En prenant pour la limite supérieure K étant un nombre 

entier, et différentiant deux fois de suite par rapport a, on aura 

2Ktc 

du xsinflx , aKit 

Ta~~J^ 7+^ a* + 4KV’ 


2Kx 


d’u 

dô* 


X a x’cosax j_ , 4Kxa 

i+x*' "'+ia*+4KV)*’ 


d’où 


2 Kx 


dtr r a . 

tt — T-;= I cos axdx—r-r 
da' J, (a* 

OU parce que 


4Kxa 


(a*+4K*it*j* 


/ 


2 K* 

a 


COS axdx = O 


d*« 

dïi*~“ (u*-l-4K*it*)*' 


Maintenant, si l’on suppose que K soit infiniment grand, 

■ , -r» sera infiniment petit, et l’on pourra poser : 

(a 41^ ^ ) 


d’où 


d*« 

“‘^da*’ 

u = Ae-* + B.e“, 


A et B désignant deux constantes ; comme d’ailleurs on doit 
avoir B = 0, il en résulte 


j '’*' cos ax , 

—, — 1 dx =Ar*. 
* »+*’ 
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Pour déterminer la constante A, il suffit de faire a = o; 


alors 



dx 

i-j-x’ a' 


Par conséquent, 



cos ax 

1 4-^* 



Si dans cette équation on remplace x par par ma, 

on aura 

co s ox , K 

— — -dx= — e-~; 
mr-\-x* itn 



d’où l’on tire, en dilTérentiant par rapport à a, 



xsin ax 



Si l’on remplace dans la même équation x par nue, et a 

par —, il viendra 
n» 


/> cosax , 

/ ^ > 
J, i-|- m’x’ am 


et si l’on suppose m = o, on obtiendra 



coi axdx = o. 


Si a éudt négatif, on trouverait de la même manière : 



cos ax , te 

dx= — e” 


m*4-x‘ 

* X sin ax 


I . 

m’+x* a 
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59. On peut encore obtenir la valeur des deux intégrales 




e-a'-x^s,\n'bxdx, 
cos’ bxdx, 


en combinant successivement ces intégrales par voie d addi- 
tion et de soustraction. En effet, on a 


et comme 


il en résulte 


Ainsi : 


u + v= f e-o'^dx, 

J ^ 

t,_«= I e~»'^cosibxdx; 



g_o»ii Jx = 


£ 

20 


-a-x* V — i 

? cos ihx dx— — e " , 
20 


/- .jZ 


M = £ I I - e 
l^,> 






formule nu CAUCHY. 

» 

60. îNous allons faire connaître maintenant une formule 
très-générale, due à Cauchy, et à laquelle se rattache la déter- 
mination d’un grand nombre d’intégrales définies. 
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Soit S une variable imaginaire dont p est le module et a 
l’argument. Désignons par F. :) une fonction qui reste finie 
et continue ainsi que sa dérivée F'(c ) pour toute valeur de z 
dont le module p est inférieur à une certaine limite que nous 
désignerons par R. Supposons de plus que p restant constant, 
la fonction F(z) reprenne, pour a = a + ait, la valeur qu’elle 
avait pour a = a. On aura 

z = p(cosa+ sin a) =pe“t^, 

et, en différentiant ensuite la fonction F(;) par rapport à p, 
puis par rapport à a, il viendra 




par conséquent, 


dT{z) 

dp 


PV — I 


Les deux membres de cette équation ont chacun une valeur 
finie et déterminée pour toute valeur de z dont le module p 
est moindre que R, puisque, par hypothèse, F(z) reste finie et 
continue pour les mêmes valeurs. Si donc, on multiplie ces 
deux membres par dpda, et qu’on intègre ensuite par rapport 
à p entre les limites o et p, et par rapport à a entre celles a et 
tt -|- ait, on aura 


p dp /•»+2i'c/F(sl 


r^dp= r^f 

V 0 “P i/o py — 

ou parce que 


(la 


da, 




da. 
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On a d’ailleurs 

p+.. ^ J, = 

Ja. dü 


puisque 


J ^)rfa = F(E) = F(pe‘ »'->); 


et comme le second membre est nul, d’après l’hypothèse que 
nous avons admise, il en résulte 


d’où 


i 


«+»’' «fF(z) 
da 


da = o; 


r f’*" Ja = f 
J O pv'— * */« 


«+*'R 


rfa[F(z)— F(o)] = o. 


On a donc 

/‘IX4-2TZ /’a+Mc 

F(o)/ da= F[z)da, 

Ja Ja 

et, par conséquent, 

1 /•a +311 

ait 

ou si l’on veut 

F(o)=— r“'^”'F(pe«v'"‘)rfa. 

« 

Si dans cette formule, on fait a = o, il vient 
(a) F(o) = — f "Pipeo ^')da-, 

2 TÎ*/ 0 

et, si l’on fait ensuite a = — a«, et que l’on change a en — a, 
on aura 

F(o)=^ j’“"’'F(pe-»v'^) da. 
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Enfin si dans la même formule, on pose F (sj = 
on aura F (o) = f{x ) , et par suite, 

(3) A^) = 

Ainsi, toute fonction F (x) qui reste finie et continue, ainsi 
que sa dérivée première F (x), entre certaines limites, peut 
être représentée, entre ces limites, par une intégrale définie 
renfermant, sous son signe d’intégration, la même fonction 
F(x). 

01. Cauchy a déduit de la fomule ( i ) un théorème très- 
remarquable que nous nous contenterons d’énoncer, en ren- 
voyant pour sa démonstration aux ouvrages mêmes de ce grand 
géomètre. 

Une fonction F(a:) d’une variable x, réelle ou imaginaire, 
sera développîible en série convergente ordonnée suivant les 
puissances ascendantes de x, si le module de cette variable 
conserve une valeur inférieure à celle pour laquelle la fonc- 
tion F (x) ou sa dérivée cesse d’être finie et continue. 

Ce théorème, comme on le voit, fait connaître immédiate- 
ment les règles de convergence des séries fournies par le 
développement des fonctions; et si on l’applique, par exemple, 
à celles 

sin X, cos X, e*, e^’, cos ( i — x*) 

qui ne cessent pas d’être finies et continues, ainsi que leurs 
dérivées premières, on reconnaît que ces fonctions sont tou- 
jours développables en séries convergentes, ordonnées sui- 
vant les puissances ascendantes de x. Au contraire, les fonc- 
tions 

il X 

(i-fx)’, , - ■■ > -F J), arctangx 

’ ^ ï + \ ‘ ’ 

et leurs dérivées premières, étant des fonctions de x qui 
cessent d’être continues lorsque le module de cette variable 
devient égal à l’unité, ces fonctions ne seront développables 
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en séries convergentes ordonnées suivant les puissances as- 
cendantes et entières de x, que si ce module est inférieur à 
Tunité. l'illes pourront devenir et deviendront, en effet, diver- 
gentes, si le module de x surpasse l’unité. 

Enfin, comme les fonctions 

i ‘ 1 

Ix, e*, cos — 

X 

deviennent discontinues avec leurs dérivées premières pour la 
valeur x = o, et, par conséquent, lorsque le module de x est 
le plus petit possible, ou voit que ces fonctions ne seront ja- 
mais développables en séries convergentes ordonnées suivant 
les puissances entières et ascendantes de x. 


APPLICATIONS. 


62. Soit d’abord 

(0 



Pour toute valeur de p moindre que l’unité cette fonction 
et sa dérivée restent finies et continues. En appliquant la for- 
mule (a), on a donc 


F(o) = i 




f 


da 



dn 

1 — P cos a — sJ — 1 P sin a 

I — P cos rt 4 - V — • P sin 

I — ap cos a + p’ 


On déduit de là 



(i — pcos a 4- y/ — I p sin a) 
i — ap cos a 4" p’ 


da — ait, 
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et, en séparant les quantités réelles des quantités imagi- 
naires, 


/.jit (i — P cos a) da 

Jo 1 — ap cos a -j- p’ ’ Jo ‘ 


P sin aria 


ap cos a 4“ p’ 


Soit encore 


F(z) = /(.-z). 


On aura F'(z) = 1 ^, et la fonction ainsi que sa dérivée 

1 Ai 

seront continues pour toute valeur de p moindre que l’unité. 
Cette fonction satisfera d’ailleurs à la condition de reprendre 
pour a = a + la valeur quelle avait pour' o = a ; et en 
posant 

(a) Z = P (cos a V — * «)> 

i — z = r (cos 6 1 sin 0 ) = 

d’où 

/(i — z)=/r-f-0^ — I 
on aura, par la formule (a), du n° (Go), 


0=1 (/r + Oy/— i). 

J O 


Mais en comparant les deux équations (a), on en déduit 
r cos 0=1 — P cos «, r sin 0 = — p sin a 
P = \ I — ap cos a 4 - p’ , 


cos 0 = ■ 


I — p cos n 
V I — ap cos a 4 ” p’ 
— p -sin n 

V I — ap cos a 4 ” p’ 


tang 0 = 


— p sin a 
1 — pcosa' 
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On peut donc décomposer l’intégrale (i) dans les deux sui- 
vantes : 


Soit enfin 


C l{\/ 1 — apcosa-1- p’) da= o, 
J O 

/’»it — P sin a 

I arc tang aa = o. 

J, "i — pcosa 


(3) F(z) = e«. 

On a, quel que soit p, 


F(o) = 1 = -^ da=— » =v^ »p »io » da 

av, aTt J, 

= — f e* * [cos (6 sin a) ‘ sin (6 sin a)] da, 

aRJo 


en posant np =: 6 ; d’où 



.icosi 

e 


[cos (6 sin a] -|- V — » sin (6 sin a)]d® = ait. 


En séparant les quantités réelles de celles imaginaires, on 
a donc 



ç»co,« 

gAeo.. 


cos (6 sin a)dx = ait , 
sin (b sina)(fa = o. 


AUTRES PROCÉDÉS POUR LA DÉTERMINATION d'iNTÉGRAI.ES 
DÉFINIES. 


63. La considération des intégrales doubles peut encore 
conduire à la détermination de certaines intégrales déûnies. 
En voici un exemple fort remarquable. 
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SL dans l’intégrale 

*^0 

on change x en y, on obtiendra celle identique 
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r e-'>*dr, 

VA 


et, si l’on multiplie l’une par l’autre ces deux intégrales, on 
aura 



dx f e-*^ dtj = r r 


Cela posé, si l’on fait y = xl,t désignant une nouvelle va- 
riable, on aura dy = xdt ; et, par suite l’expression précédente 
deviendra 


r r xe-^^^'^“Uxdi, ou r dt r dx. 

V» •'Q «'O 


Or 


et 


/: 


xe-^^'+‘^dx = 


a(i + <*)’ 

Z’* Il TE 

I dt = - (arc tang oo — arc tang o) = - . 

Jt a(» + ') a 4 


Donc, en extrayant la racine carrée, 



r e dx= \pK. 

%/ — «* 

Si l’on remplace dans cette intégrale x par xsja, a dési- 
gnant une quantité positive, on aura 



TOME II. 


7 
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En différentiant cette dernière équation n fois de suite par 
rapport à a, on trouve 


e-"* a- ("+ï) , 

, a" 

et, en faisant a = i , 


£ 


£ 


e ■ x"dx= v^it 




I- 1.3.5 ...(an — i) 


6â. On parvient encore à déterminer l’intégrale e-^ dx, 

au moyen d’un procédé très-remarquable dû à Poisson. • 
Concevons en effet trois axes rectangulaires Oæ, Oy, O-, et 
soit s = l’équation d’une courbe située dans le plan des 
xz. Cette courbe engendrera, par sa révolution autour de 
l’axe des z, une surface dont l’équation sera z = 

et le produit J' J e ~ **”*'* di/dx, représentera le quart du 

volume du solide compris entre cette surface et le plan des 
x)j. Si l’on décompose ce volume en une infinité de tran- 
ches cylindriques, au moyen de surfaces cylindriques infi- 
niment voisines ayant pour axe commun l’axe Oz, la partie 
du volume compris entre deux surfaces ayant r et r dr pour 
rayons, ou la tranche terminée à ces surfaces, sera égale à la 
surface de la base anrdr multipliée par la hauteur z ou e—^’, 
c’est-à-dire à zizre'^'dr; et en prenant l’intégrale de cet élé- 
ment entre les limites o et c», on aura pour le volume entier 
du solide. 


j: 


Qitre"'' dr = iz. 

Mais ce volume ek égal à quatre fois le produit 

, a> « 

/ Jo ®~**~** l’intégrale proposée 

e~*’<4c; donc 


I. 


f. 


t 

e"* dr = —, 

2 


comme on l’a déjà trouvé. 
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65. Le passage des quantités réelles aux quantités imagi- 
naires peut encore conduire à de nouvelles intégrales. 
Considérons, par exemple, celle 


r e--dx= 

J — ao 


En changeant dans cette intégrale x en æ-fa, on en 
déduit 



^_(x+a)*dx+ r' 


dx 



Posons a = a y — i : par cette valeur l’équation (i) ne sera 
pas changée; car les deux membres pouvant être développés 
suivant les puissances entières et ascendantes de a. les coeffi- 
cients des mêmes puissances de a seront les mêmes dans les 
deux membres, en sorte que cette équation subsistera quand 
on y remplacera a par l’expression imaginaire asj — i. Si 
donc, on observe que 


2ox I —2x2: 

e -f- e = a cos aox, 

on aura 

(a) Ç cos ioxdx = - e~“’ 

Jt a 

En changeant dans cette intégrale x en mx et am en n, 
on a 

(5) Ç cos a nxdx = — >«'. 

am 
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66. On arrive au même résultat en opérant directement 
sur l’intégrale (a) . En effet, on a 


cos aax = 


3 



et, par suite. 



cos iaxdx 



a J—» a 


multipliant par e““*, on a d’ailleurs 
/%•* 

I e~** cos aaxdx 

= i r d „ + 1 «-*■ f 

2 J—> * »/— “ 

et comme 

r e-("+»^’dx = v^, 

*/ — CO 

il en résulte, en faisant a = a \/ — i , 


Donc 



e~®* cos aoxdx = e ** . 

”** cos aoxdx = - €~** \fü . 

3 


67. Nous terminerons ce que nous avions à dire sur la 
détermination des intégrales définies par 1 évaluation de 
celle 


log(i — 2acosx + <i*)dx, 
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dont la valeur a été donnée d’abord par Poisson dans le 
XVll* cahier du Journal de V École polytechnique, et ensuite 
par M. Delaunay, dans le Journal de Malhimaliques pures 
et appliquées. 

En appelant « cette intégrale, on a 


«=lim^|^log^a* — 9acos^it+ >) + log^a* — aa«w%-{- 1 j... 


[a* — aacos 


+ log^a 

limite que l’on peut écrire ainsi : 

u = Iim ^ log — aacos “ "f — aacos ~ 

X^a’ — aa cos J‘ 

On a d’ailleurs, par le théorème de Côtes, 

^ î- = fa* — aacos - ic4- (a* — aacos -t:+ iV.. 

a ’— 1 \ n ' / \ n / 

X^a* — aacos ^ 1- it + ij. 

Donc 


Maintenant si l’on suppose a< i, on aura 


et, par suite, 


J log(i — aacosx4-a’)dx = o. 


Si a > 1 , on aura 


lim[^ log ^rir^]= log (a*). 
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et, par suite, 



— aa cos X + log (a*). 


DÉMONSTRATION DE LA SÉRIE DE TAYLOR PAR LA CONSIDÉRATION 
DES INTÉGRALES DÉFINIES. 


68, Soit F (x) une fonction qui reste finie et continue ainsi 
que ses n premières dérivées, entre les valeurs x et x + /» 
de la variable. On a, d’après ce qui a été dit au n* (5), 

/ t+h 

F'(x)dx, 

F (x) désignant la dérivée de F (x) ; et si l’on remplace dans 
l’intégrale du second membre, x par x -j- z désignant 

une nouvelle variable, il viendra 


F{x+ h) — F{x) = Tfix + a — î) dz, 

•'O 

Cela posé, appliquons à cette dernière formule l’intégra- 
tion par parties. On aura 

rF'(x + A— x)dz=xF'(x+A — î)+ f’zF'[x+A—x)dz, 

/**F"(x + A-:)dz=-^F"(x+A-z)+ fi!- F^+A— 

Jo ‘-s Jo ‘-a 

f A_z) F"(x-i-A -Z) + F*v(x+A-z)(/z; 

et, si l’on substitue cBaque intégrale dans celle qui la pré- 
cède, après y avoir fait z = h, il viendra 
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F(r + ^)=F(oi)+AF(x)H-^ F''(x)+ F"’(x) +... 

■F''-‘(x)H -1 /’';"-'F"(x + A— 

i.a.o...(n — i) i.a.3(n — \)J. 


Maintenant soient M et m la plus petite et la plus grande 
valeur que prend la fonction F" (x + h — z) de z=o à z=h. 
On aura, en désignant par R le reste de la série qui est : 

R= - f î"-'P(x + /» — :)dz, 

i.a.J(n — i) t/. 


R< 


î Ç et R > J / z'^^mdz-, 

i.3...(n — i) Ja i.a...(n — i)J. 


•(« — *) •'O 

c’est-à-dire 


„ Mà" „ mh 
R<- -, R> 


i.a...n 


1 ,a...n 


En désignant par 0 une quantité positive moindre que 
l'unité, on aura donc 


R = 


F"(x-f OA); 


i.a...n 

c’est l’expression du reste donnée n* ( 70 ). 
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DES I>TÉGRALES EDLÉRIENNES. 


DÉFINITIONS ET PROPRIÉTÉS DES INTÉGRALES EÜLÉRIENNES 
DE PREMIÈRE ET DE SECONDE ESPÈCE. 


69. Legendre a désigné sous le d’intégrales euUriennes, 
les deux intégrales définies 

r x)’"*dx, f e“*x"~*dx, 

Jq Jo 

que l’on rencontre fréquemment dans les applications et dont 
Euler s’est le premier occupé : p, q, n y désignent des nombres 
positifs quelconques ; e est la base des logarithmes né- 
périens. 

La première de ces intégrales qui est une fonction de p et 
de q, se représente, d’après Binet, par la notation B [p,q), et 
se désigne sous le nom d’intégrale eulérienne de première 
espèce. La deuxième dépend du seul paramètre n; on la re- 
présente, avec Legendre, par le symbole r (n), et on la 
nomme intégrale eulérienne de seconde espèce. D’après ces 
définitions, on a donc 


(=•) 


B (/',?) = r — xY~'dx. 

V O 

r(n)=y’ 
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70. Les intégrales B (p,q) et T (n) peuvent être mises sous 
une autre forme qu’il est bon de connaître. 

Si, dans la première, on pose 


d’où 


on a 


y ■ 
•+y’ 


i — x= ■ ! ■ , dx = — , 

*+y (» + y)’ 


=X 

0t SI d&DS là sccondC) on rsît c ^ rzn y ou oc **~~? y*j il visnt 

(3) r{n) = j //-) dy on r(n) = a / t-»*y*"-'dy. 
•'O \ y/ J O 


71. La fonction B (p,q) est une fonction symétrique des 
quantités pet q. En effet, si l’on change dans la formule (i), 
a: en i — x,B (p,q) se transforme immédiatement en B (q,p), 
et l’on a 

(4) B(p,y) = B(y,p). 

72. On ramène l’intégrale F (n + i) à celle T (n). En effet, 
en intégrant par parties cette dernière, on a 


Jr^x'-'d! = ^ / e-’x’dx, 

et, entre les limites x = o, x = 

f e-*x"-'dx=~ / e—x"dx. 
do nj^ 

et, par conséquent, 

(5) r(n-|-i) = nr(n). 


On a donc 
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Cette formule donne le moyen de calculer T (n) quel que 
soit l’indice n, pourvu que cette fonction soit connue pour 
toutes les valeurs de n comprises entre o et i. Ainsi, l’on a 
successivement 

r( 2 ) = r(i), 

r(3) = 2 r(a)=a.i.r(i), 
r(4) = 3r^5) = 3.a.i.r(i), 


Mais 


Donc 


r(n)=(n— i) a.ir(i). 

r(i)=| e“'</x=i. 

O 

r(n) = i.a.3 (n — i). 


On a de même 





an — 1 an — 3 3 i /i\ 


[ a ) 

S 2 2 2 ^2/ 

Or 


'i\ /•* _ 



- ) = a / e“**rfÿ = Vi'- 

Donc 


la/ 9 



\ an — 1 an — 3 5 i 


l a , 

) • " V • 

/ 2 2 2 2 


73 . On peut encore calculer r (n) lorsque cette fonction 
est connue seulement pour toutes les valeurs de n comprises 

entre o et En effet, on a, d’après la formule (a) du n” ( 56 ) , . 


ou 



g-i(i _ 


I' (»») 

(i + x)"*’ 


(‘+^r 


_i_ f 

r(m) J. 


J ,«-1 g-IM Jl »-1 
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et, si l’on multiplie les deux membres de cette équation par 
dx, et qu’on intègre ensuite, par rapport à x, entre les li- 
mites O et 03, on obtiendra 


f dx = — f f 2 "->e-'x’ 

J. (i+x)- r(m)J. 


ou parce que 


’^*er'*dxdz, 


ly 


' e~’*dx — 


_r(«) 


r" , i , r(n) r(n) 

/ : ~dx=— — 7 / z'"~*er'dz = / e~'*dz. 


Mais 

donc 


r 2«-n-l „). 

do 

r” X'-' r(n)r(m— n) 

I ■: ax = 

J O »+xr 


r(m) 


Si on fait dans cette formule m = i , et que l’on ait égard 
à ce que 


■(.) = . et r J 

♦/a ^ 


4-x sinnn’ 


on aura 

( 6 ) 


r(n)r(,_n)=:^^ 


sin nn 


Ainsi, r (n) étant connue pour toutes les valeurs de n comprises 
entre o et on connaîtra, par le moyen de cette formule, 

les valeurs de r (n), depuis n = jusqu’à n = i. On aura, 
par suite, les valeurs de cette fonction depuis n = i jusqu’à 

5 

n = - ; et ainsi de suite indéfiniment. 

3 

Si dans la formule (6) on suppose ♦» = ^ , on trouve 
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iOR 

[■■ G) ]’= ’■ ■■ G) = 

C’est le résultat obtenu au n“ (63). 


EXPRESSION DE L’INTÉORALE DE PREMIÈRE ESPÈCE B (p,ç) 
EN FONCTIONS T. 


74. On peut exprimer l’intégrale de première espèce B (p,q) 
au moyen de fonctions F, ce qui est très-important. La for- 
mule qui sert de base à cette transformation a été donnée 
par fiuler. La démonstration suivante, dûe à Poisson, est 
très-remarquable par les considérations qu’elle emprunte à la 
géométrie. 

Si dans l’intégrale F (p) , on pose x = y*, on a 

•/o 

et de même 

r(ç) = a j dr; 

et, si l’on multiplie ces deux équations l’une par l’autre, il 
vient 

— » 

I i*?— < y*P— * dydx, 

0 ^0 

Cette intégrale double représente le volume compris entre 
la surface dont l’équation est 

Z = , 

et les plans coordonnés ; et si l’on remplace les coordonnées 
rectangulaires x, y par celles polaires r et 0, l’expression de ce 
volume sera 

r(p)r(y) = a Ç sinV-i6cos*î— Ç 
‘^0 1^0 
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Or, cette intégrale est le produit de deux facteurs 

dont l’un 2 f r**^*"' dr est égal à F (p 9) » d’après le 
*.'0 

IC 

n® (69), et dont l’autre 2 sin 0 cos 9 d 0 se réduit à 

f (1 — ®)’“‘ dx = B(p, 9) quand on pose sin’6 = x. On 
J O 

a donc 

i’0>)F(9) = r(p+ÿ)B(p.ÿ), 
et, par conséquent, 


(7) 


B(P, 9 ) 


,r(p)r(ç) 


■r(p + 9)' 

75 . Si dans l’expression deB(p,g), donnée par la for- 

r 

mule (1), on suppose x = - , on aura, eu égard à la précé- 

!*■ 

dente, 

d;_ r(p)r(7) 

Jo i*'"‘ ■ I* r(p + 5)’ 

et, de cette relation on déduit. 


( 8 ) 




76 . La formule ( 7 ) va nous servir à exprimer une autre 
propriété très-générale des fonctions F. Si dans l’intégrale 
B (p, q) on suppose p := 9, on aura par la formule (1) 


Posons 


B(p,p)= r «'"‘(i — x)'~*dx. 

J O 

«=i(i +y); 

2 

par cette valeur l’équation précédente deviendra 
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OU 

B(p.rt = :è:î r 

^ e/0 

et si l’on fait ensuite y* = z; d’où dy = on aura 

2Z* 

z'^i-xr'dz; 

c’est-à-dire 

B(p,p)=;ii ® (^P)- 

Maintenant si on remplace les fondions B par leurs valeurs 
en fonctions r, d’après la formule (7) , il viendra 

et, si l’on se rappelle que r = V«» 

(9) ^ip)^ = 

ce qui est la propriété annoncée. 
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RÉDUCTION DES INTÉGRALES MULTIPLES. 


RÉDUCTION PAR UN CHANGEMENT DE COORDONNÉES. — FORMULE 
GÉNÉRALE POUR LE CHANGEMENT DE VARIABLES. 


77. Une première méthode pour la réduction des intégrales 
multiples consiste dans un changement de variables. On 
peut, en effet, en substituant aux coordonnées anciennes 
d’autres coordonnées nouvelles, parvenir à des expressions 
transformées plus facilement intégrables. Mais avant d’en- 
trer dans les détails de cette réduction, nous allons établir la 
formule générale qui sert au changement de variables dans les 
intégrales, et à laquelle ce calcul se trouve intimement lié. 
Considérons donc l'intégrale multiple d’ordre n 

(i) J f j Vdx dydz...dl, 

dans laquelle U désigne une fonction réelle et continue des n 
variables x,y,z...t, et supposons qu’à ces n variables, on 
veuille substituer les n variables nouvelles u, v, to ... s, liées 
aux premières par les n équations données : 

1 x = Fj(«, V, w ... s), 
y = F,(H, V, IC ...«), 
s = F,f«<, c IC ...s), 

t =F„_,(a,c,ic...i). 

Admettons que dans on intègre d’abord par rapport à x j 
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on devra alors regarder y, z ... t comme constants dans les 
équations données (2), qui renfermeront ainsi n+i variables 
x, U, V, U) ... s; et en düTèrentiant ces n équations, on aura 


/ dx = — dv -j- ^ dte-]- ...-j- ^ ds, 


(3) 


du 


dw 


dx 

ds 




o = — du4- — rfü4- — «/W + ...4- — ds; 
du ^ dv ^ dw ^ ^ ds ' 


et il s’agira de tirer de ce système de n équations la valeur 
de l’inconnue du. Or, si l’on représente d’après Cauchy, par 
la notation 


,,, VT / . dx dy ds dt\ 

(4) Tv 


la somme qu’on obtient, quant au produit ^ 

on ajoute tous ceux qu’on peut en déduire à l’aide d’un ou 

de plusieurs échanges opérés entre les quantités 

chacun de ces derniers produits étant pris avec le signe + ou 
avec le signe — , suivant qu’il se déduit du premier à l’mde 
d’un nombre pair ou d’un nombre impair d’échanges suc- 
cessifs, on aura, par les premiers principes de l’algèbre. 


du = 


dv dw ds) 


d’où l’on déduit 


dx — 


2à\ du du dw'" ds) 


dx; 


V (->r- 

du du dw ds) 

-^\ dv dw ds) 


du, 
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et telle sera l’expression qui, dans ÎJ, devra remplacer la dif- 
férentielle dx. 

Supposons, en second lieu, qu’après avoir intégré par rap- 
port à X, on veuille encore intégrer par rapport à y , il faudra 
alors, dans les équations ( 2 ), considérer s... t comme cons- 
tants et faire varier y avec t, ic ... s; et, en difiérentiant, on 
trouvera 

dt . , dt , , ,ds 


d’où l’on déduira 


dyi 


S' 

2à\ dvdw"‘(ls} 


dv. 


Cette expression sera celle qui, dans devra être mise à 
la place de dy, lorsqu’on substitue t> à y. 

En continuant de la sorte, on verrait que les expressions 
qui doivent remplacer dz... dt, lorsqu’on substitue w à s..., 
et fmalement s àt, sont respectivement : 



Maintenant, si dans l’intégrale ^ on fait les substitutions 
indiquées, le produit de tous les multiplicateurs de du, du, 
dvo,'...ds sera précisément égal à la somme alternée (4) ; et, 

TOUS II. 8 
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en désignant par A cette somme, on trouvera pour la formule 
de transformation cherchée < 


(5) 


,=J' J" du dv dw ... ds. 


Pour les cas de n = 2 , n= 3, par exemple, cette formule 
donne 

. P r_^ /dx dy dx d>/\ dz /r/y dz dy dz\ dx 

J J J \du dv dv du) dw ' \du dv dv du) div 

+ ( 


/dz dz 
\du dv 


dx dz 
du dv 


;) 


É1 

dw 


Hduivdw. 


SYSTEME UE COORDONNÉES POLAIRES. 


78. Considérons, en premier lien, l’intégrale triple 
1^=^ J Jdxdydz 

à laquelle se rapporte, comme nous le verrons bientôt, l’éva- 
luation des volumes en coordonnées rectangulaires, et sup- 
posons qu’aux coordonnées x,y, z, on veuille substituer celles 
polaires r, 0, i|/, liées, comme on sait, aux premières, par les 
relations : 


® = r sinOcos'V, y = rsin6sin4', z = r cosO. 
Par la formule générale (5) , on aura 



dx dy 
r/0 dr 



dy dz\ dx 
c/Ô d>-) d^ 


dx dz\ dy , 
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et il s’agira de calculer les dérivées de x, y et z, par rapport 
à r, 9, iJ*. 

Or, en diilérentiant, on trouve 

dz 

^ = 8100008 +, ^ = 8inesin4», — = cose, 


dr 

». «'y . iiz 

^=rco80cos<i-, ^ = rcos0sin'}/, — rsinO, 

dx ■ r ■ . dy . I dz 

^=-rsin08in|,^=rsinOcos^/, -=o. 


ce qui donne 

A =r* sin 0. 

Pour l’expression de i;, on a donc 

Ç =y'yy*r* sîn s dr^Odil», 
et, en int^rant entre les limites o et r, 

(‘) ' f BdOd'l'. 

79. Considérons, en second lieu, l’intégrale double 

^ de laquelle dépend la détermination des aires des surfaces 
courbes en coordonnées rectangulaires, et, supposons qu’aux 
variables x et y, on substitue les variables nouvelles 9, if. 
On aura . . , 


fj./dxdy dx dy 

'~JJ^[d9di 


dz dz 
— et -p 

ox «y 


et il restera à déterminer et ~ en fonction de 9 et de «f. 
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Or, Z étant fonction de x et de y, sera, par rapport à Q et 
une fonction de fonction, et l’on aura ^ 

t 

dz dz dx dz dy 

</0 dx dO dy dO ’ 


d’où 


dz dz dx dz dy 

di( dx d^ dy d^ 


dz 


dO d^ 


dz dy 
d<f dO 


dx dxdy dx dy' 

dd d<{< d^ dO 

dx dy dx dz 

dz do di}* d4< do _ 

dxdy dxdy' 

do d«|< d'il do 


substituant, dans Ç, ces valeurs de ^ viendra 

_ ( fi / — — — 

’ ^ J Y \d0 d'il d'il dO / \d0 d^ d<^ dO/ 


+ 


^^Ydod'ii. 

V VdOd'li d<lidO/ ^ 


Maintenant, en considérant r comme une fonction de ô et 'ji, 
on a 

dx dr . ^ , 

-- = — sin 6 cos il 4- r cos 6 cos '1' , 
dO dO 


dx (fr . „ , 

— = — sm 0 cos 
d'il d'il 


rsinO sin ili, 


<V. 

dï 

d'il 

dz 

dÔ' 


dr 

— sin 0 sin ili + »• cos 0 sin il*, 
dô , 

dr 

— sin 6 sm il- + r sm 0 cosili, 
d'il 


dr 
' dO 


cosO — r sinO, 


dz dr 

— = — cos 
d'il d'il 
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d’où résulte 


dx dy dx dy . „ fdr ... ,\ 

— ^ — -T- ^ = r siii 0 1 — sin 6 -f r cos 8 ) , 
t /6 rf-V d^ dH ^(/O ' / ’ 

dy dz dy dz ... . / dr .. . A , dr . , 

d6 d’if dl( t/0 Vt/6 / ^ 

dzdx dz dx . , . /t/>* „ . .^\ dr 


faisant la soBime des carrés de ces trois expres.'iions et rédui- 
duisant, on trouve que cette somme est égale à 

Pour l’expression de î, en coordonnées polaires, on a donc 

I ^ • 

80. Pour donner un exemple de la r^uction des inté- 
grales multiples par un changement de coordonnées, nous 
appliquerons les formules générales qui précédent à la dé- 
termination de l’aire et du volume d’un ellipsoïde 


ou 


I y , * _ 


abc 




\/ 6’c’ cos’ 0 -j- a’ sin* 0 (c’ co.->’ ^ 6’ sin’ iji) 

Con-sidérons, en premier lieu, la formule { 2 )., On a, dans 
ce cas, ■ ' . 

dr — oécfo’r’ros’n -f- tj’fc’sin’ 0 — Idc*) sin Ocos 1 }» 


d'if 


[(é’c* cos’O -}- a’sin’ 0{c’ cos’4'4' siji’ 4))” 
— rd)c{n'b * — a’c') sin’ ft sin '}< ros'J/ 

-• ^ J 

[(é’c* cos’ 0 rt’ sin’ 0 (t’ cos’ 4' + é’ sin’ '|<)]* 
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/</r\’ J a*6V[5‘cVos’6 + û*sin’6(c*cos*i}/-|- fe*sin’4')l 
\d#/ ^ [fcVcüs’9 -|- o’sin*0(c’cos*4'+ 6’sin*<|')]’ ’’ 


et, par suite, 


sin’6 


, v6*f‘cos*04- fl*sin’8((r*oos*'}'+ é‘siD’4') . ' 

= abc ! i J sine. 

[4*c* cos* 6 + «* si n’ 0 (c’ cos*tl> é’ sin’ iV) j* . 

En intégrant entre les limites o et vt .par rapport à 9, et entre 
celles « et — t: par rapport à , on aura donc, pour la sur- 
face entière S de l’ejUpsoïde, • ' 


'+» /^«i/èVcos*® +Q‘sin’^*cW+ + 6*sin*«{j' . 

' ^ sineded^. 


J T"*"* COS *+“ si'» *K®*COi 

J—^Jo (6Vcoi*0 + a*sin*6(c*cos* 


[6’c* coi* 0 + a* sin’ 6 (c* cos* <p 4- é* sin*ij»)]* 

Soit maintenant P la perpendiculaire abaissée du centre de 
l’ellipsoïde sur le plan tangent ; on a 


P = 


0’4’r* 


. /x’ , y’ . - ry 6‘c*cos*0+û‘siii’O(«*cos’^-J-i*siii*4') 


d’où 


«*/>*c* 


V'6Vcos*0-|- «*sin*e(c*cos’Y< -|- 6*siii*'l«) = — ^ 

r,r 

On a d’ailleurs < 


V^i’c’cos’0+ «*siii’6(c’cos*>j<-|- 6*sin*'|<) = 
substituant dans S, on aura dona 

g 1"^ r'sinBrfOdiV 

J — kJo P 
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intégrale double que l’on peut facilement réduire, comme 
nous le verrons bientôt, à une intégrale simple. 

81. On peut encore présenter l’expression de l’aire S d’un 
ellipsoïde sous une forme un peu différente des précédentes. 
En effet, soient 5 ,ti deux nouvelles coordonnées polaires, liées 
à celles x,y,z par les relations 


x = ûcosï, y = é sin 5 cosï), r = c sin C sin tj, 

en vertu desquelles l’équation de l’ellipsoïde se trouve véri- 
fiée , puisque ; .. 


«’cosî , é’ sin’Çcos*7) csin'Çsimi 

Âî + — il — = *• 


On aura 


dx ' • . . dx 

— = — asint, 

^=6cosÇcost„ ^ 6sin ïsini), 

di rfTi 

dz P . dz , 

— = c cos ç sin > 1 , -r =rsm «cosT), 

di dr, 


et, par suite. 


dx dij 
drt di 


dx dtf 

di <ÏTi 


= — ab sin’ 5 sin 




dy de dy dz 

du di di di\ 

dz dx dz dx 

dri di di c/i) 


6c cos Ç sin Ç, 
ac sin’ Ç cos T) ; 


faisant la somme des carrés de ces trois expressions, réduisant 
et substituant dans S, on a^a donc 

S= J J" v^.6’f’cos’Ç-|-a*siu’Ç(c’cos’T)-j-^’siii*Ti) sinîdÇrfri. 
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ISO 

En posant encore 


P = 


ùht 


cüs* Ç 4 - a* sin’ Ç (e’ cos*T) -j- 0 * sm*T)) 

on obtient 

(a) S-abcT r 

t/ — IC t/O 


sinÇ</îrfïi 


82. La comparaison des résultats (i) et (a), conduit à une 
conséquence remarquable. On a 


•t Z’* r* sin OrfOrf'l' 


rs 


abcC f 

J — r.Jo 




On a d’ailleurs, en désignant par a', b' les deujf grands 
axes de l’ellipse que l’on obtient en coupant l'ellipsoïde par 
un plan parallèle au plan tangent dont I' est la distance au 
centre, 


d’où 

et, par suite, 


abc = o'6'N; 

N= — 

^ a’é" 

S=y* J' û'è'sin?dÇdii, 
d’S 

z= sinÇaçdij. 
ab 


En intégrant entre les limites — «, ic; o, it, on a doiic 


r.x 


f"’!' d’S 


T.nl,' 


Ainsi, la somme des éléments superficiels d’un elliixsoïde 
divisés par les aires dés sections diamétrales parallèles aux 
jdans tangents de ces éléments, est égale A Ce théorème a 
été démontré géométriquement par M. Chasles dans ses appli* 
cations du principe d’homographie. 
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8S. Considérons maintenant la formule 
V = i J'J' r*sin0d6(/iji, 

et appliquons cette formule à l’ ellipsoïde dont l’équation est ' 

abc 

r= ■ ■■ ' ■ 

^6’c*cos’0 o’siii' 0(c’coî>’<J< 

» 

En prenant pour limites — « et r, o et k, on trouvera pour 
le volume entier de l’ellipsoïde 


V= 


X TC 

SfAVi 


a’ Zi*c> 


» 3[iVcos’6-}-a’sin’0(c*cos’<J'-|-6*sin’'î')3 * 


- sin#dOrf(}i- 


Mais ce volume, comme nous le verrons bientôt, est égal 
à I icabc. De là résulte pour la valeur de l’intégrale double 
dérmie du second membre 

i « 

X * ' r** ' sinOrferf^» 4’' 

[6Vcos*S+û’sin*Q{c’cos’>l'-{-6’sin*4')]^ abc , 

On obtient d’ailleurs immédiatement le yolume dont 11 s’a- 
git,'ea. gênant les deux coordonnées nouvelles Ç, t) liées aux 
anciénues y, z par les relations 

x=acosî, ÿ = ô sin { cos T), x= csinÇsinT), 

en vertu desquelles, comme nous l’avons vu, l’équation de 
l’ellipsoïde se trouve vérifiée. En refaisant les calculs qui 
précèdent, on tjouve, en èll'et, que ce volume est exprimé par 

I /‘is i r'^- . 4 

V=- / / r*sinOrffl(/'J/= - / | alcsh^kà^dTizsz-^xabc. 

5v— itt/, O 


Digitized by Google 


183 


LIVRE I. — CHiPlTRE X. 


SYSTÈME DE COORDOSNÉES ELLIPTIQUES. 

8 /i. Dans ce système, un point quelconque de l’espace est 
déterininé, comme on sait, par l’intersection de trois surfaces 
homofocales du second degré dépendantes chacune d’un pa- 
ramètre variable. Ainsi, en nommant "k, (l, v ces trois para- 
mètres, un point quelconque de l’espace est déterminé par 
l’intersection des trois surfaces 

.V’ 


+ Vi ' + 


(0 


x« ' v — b* ‘ ’ 

X* I y’ 


ou 


X" y z‘ 

V* ï* — v’ ,c’ V* 




b <c, X>c> 6 , |i> 6 <c, v< 6 <c. 


Lapremière appartient à un ellipsoïde, la seconde iun liyper- 
boloïde à une nappe et la troisième à un hyperboloïde à deux 
nappes. Et l’on sait, tome I, n" (202) , que ces trois surfaces se 
coupent partout à angles droits. 

Les trois coordonnées orthogonales x,_y, s sont liées à 
celles elliptiques X, jx, v, par les équations (1), ou par celles 
qu’on en déduit par une élimination convenable, et qui sont : 


(=) 


' XllV 

a; = -— > 

bc . ■ 

\ g» — i'i \y} — h'] (A«— ~) 

b \c* — b* 

— C*) [c‘ "«*) 

' c v c’ — T’ 


Si, comme on le fait quelquefois, on substitue aux trois 
surfaces du second degré ( i ) d’autres surfaces analogues, par 


Digitized by Google 


RÉDCCTIOn DES INTÉGRALES HCLTIFLES. 123 

exemple, la sphère à l’ellipsoïde èl les deux cônes obliques à 
bases elliptiques aux deux hyperboloïdcs, alors, en nommant p 
le rayon de la sphère, ou son paramètre, on aura 


(3) 



^‘+y’+*’=p’i 

ï. _L 

y» 

1a‘ — 

t «— ;a 


,v’ 


ô*— V* 

C* — V 


en supposant toujours 

c>6, [i>A<c, v<5<c; 

et, dans ce cas, les 'coordonnées rectangulaires x, y, z, seront 
liées à celles elliptiques p, p, v, pai- les trois équations (5) ou 
par celles qui s’en déduisent, savoir : • 

puv 


X = - 


bc ’ 


(4) 


y=p - — , 


V — t^*) («■’— V*) 


c V V’ — b' ; _ ' 

85. Considérons maintenant l’intégi'ale double 

/ 

à laqaelle se rapporte l’évaluation de l’aire des surfaces 
courbes, et substituons aux coordonnées rectangulaires x, y, z 
celles elliptiques p, p, v, liées aux premières par les rela^ 
tiens (4). ’ - 

bn aura, par la formule générale (i), ^ 
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et , en différentiant les équations (4) , et posant pour 
abréger, 

— 6* = *, — v‘)=:6, \/c* — = V^c’ — V* = 6, 

d. ^+<^'11 

d\^ bc 


1 


d’où 



th 

bc ’ 

t 

il-- 

1 


dp. 

6 y f* — 

d.V _ 

I 


</v 

é — 6* 

dz 

1 


dp ~ 

f y^c*- — 

dz 

1 


d'i 

c — b* 


dx dij 

dtj dx 


dv d'j. 

dv d[t.' 


aêc y/i 


ftA ^ a* + V il 6>+ P (,A* ->’) 1 , 
1. dp. ^ J 


rf)/ rfir f/j; 

rfv (/|1 </v 

dp 




d% dx d.T dz 

ih d'j. d'i d\x 


— P= ^ ï’— y 1 ; 

y.c\/c'—0* - dp liv J 
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réduisant les fractions au même dénominateur et faisant la 
somme des carrés de ces trois e.\pressions, on trouve que 
cette somme est égale à 


_ [.- ,• (I) ’ + P (^ )’+ P- fr-— ') ] 

P ' . a'S'f’t* 

En prenant les limites o et 6 pour p, et 6 et c pour v, on 
aura la huitième partie de la surface de rellipsoïde ; ou aura 
donc 



Dans le cas où la surface donnée est une sphère, alors p est 
constant; 


dp dp 


et l’intégrale ci-dessus se réduit à celle 

([1* — v*! dp.dv 


II. 


i — 6’) (6’ — v’) (c* — (A*) (c* — v’j 


qui exprime la huitième partie de la sphère. Or, la surface 
entière de la sphère est égale, comme on le sait, à 4^,:;*. On 
a donc 


n 


((A — v)rf(jir/v 


» y (;A’ — 1>*) {b' — y^){c' — (A*)(c’— v’) 


IC 

a 


Cette intégrale importante a été donnée pour la première 
fois par M. Lamé dans Son Mémoire sur les surfaces iso- 
thermes. M. Chasles en a donné la démonstration géométrique 
suivante qui est remarquable par sa simplicité : 
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Considérons un ellipsoïde 


X' 


V* ^ X* 


X«_6* ' X‘ — c* 


I 

dont les trois axes ou demi-diamètres principaux sont 
~k, — /)* \ V’— V , et supposons qu’on fasse croître le demi- 

diamètre X d’une quantité lO., de manière à produire un second 
ellipsoïde infinimentpeu difîéronl du premier (X). Supposons, 
en outre, qu’en chaque point M de la surface du premier 
ellipsoïde, on prenne l’épaisseur ds de la couche comprise 
entre cette surface et celle du second ellipsoïde ; puis qu’on 

fasse le produit du rapport ^ par l’élément superficiel dw du 
premier ellipsoïde. La somme de tous ces produits ou 
étendue à la huitième partie de l’ellipsoïde, sera 
donnée, d’après ce qui précède, par l’équation 

^ds'd5''=6vj^s/î^ r f - 

JoJt v*)(6‘— V«) 

dX , 

et si maintenant on exprime — en coordonnées rectangulaires 

X, y, Z, on trouvera, en remarquant d’abord que ds est l’élé- 
ment de la normale à l’ellipsoïde (X), comprise entre les deux 
ellipsoïdes infiniment voisjns ayant X et X -}- dX pour para- 
mètres; et ensuite que lorsque X varie seul, on a — = —, 

CC A 


d’où 




fA 

ds 


+ , _îl_ 
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Or, il est clair que l’expression 


Y X‘ ^ (X’— 6*)* ^ (X*— c») 


est celle de la perpendiculaire abaissée de l’origine sqr le plan 
tangent à l’ellipsoïde qui passe par le point M(a:,ÿ,s) . En appe- 
lant P cette perpendiculaire, on aura donc 


P 

ds~l’ 


et, par suite. 




D'un autre côté, et d’après une remarque de Terquem, il 
est évident quey Pdw est le triple du volume de l’ellipsoïde 
(1), volume qui est d’aillems égal au produit de ses trois 


axes multiplié par | ou a 


~ TiX VX’ — c’. 


On a donc enfin 


J'~ düi =z J Pf/u — (^T. \J(k' — 0') y X* — c’ 

= 8 yXî^ vx^ r r - 

Ja Jt v(p’ — — V*) 


et, par conséquent, 


n ’® (|1* v’)f/|l^/v 
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86. Poisson a vérifié comme il suit l’équation qui pré- 
cédé : 

Ou a 

di /'•<' 

J, V(é* — v*)(c’— v’) Ji — é*)(c‘— (x’) 

J ’* v’dv rf|X it 

, V (é’— v’)(c’— V») Ji ^C*— Jl’) “ 

Posant 

v = ôsiuij>, dv = 6 cos çdip» à = ac, 

les limites o et é [)ourront être remplacées par celles 
■re ,, 

O et - ; et 1 on aura 

a 

d'i 1 ■ do 

Jo vl*‘— v’)(c’— V*) ‘■J, VI — a’siu’ip 

J '* v*dv 

, V(é’— V*)(c’ — V*} 

J **— // 

* — c I ^ v^ i — «’sin*çd<p- 

„ v/' — a’sin'y 

Posant ensuite 

u’— 6’ 

-J j^ = COt*6, n’=:c’ — (c’ — 6*)sill*ô, 

, (r ' — /(’)sin 0 cosOdO 

dix= c’ — 6* = c’«’, 

V^c* — (c* — t’ sin* 6) 

les limites relatives à p. seront 0 = ^ , et 8 = o, et l’on aura 

do 


r fl __ 

Ji, /(|x’— li.’) V" — 


I = C / V 1 — o’ siu’ 

Ji V(|a’ — 6’}(c’— ix’ 


■a’ sin’ô 
1^. 
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Si maintenant, adoptant les notations de Legendre, on 


fait 


on trouvera 


f' = nr<], 

Vi— a’siii’tp 

I * ^ 1 — a* sin’ «prfç = E(a), 

O 


F(rt)E(.) + F(o<)Ef«)-F(a)F(a)= -, 

a 


formule qui coïncide avec celle donnée par cet illustre géo- 
mètre. Les intégrales F (a) et E (a), qui figurent dans cette 
expression, et dont la seconde représente la longueur d’un 
arc d’ellipse, ont été nommées par Legendre fondions ellip- 
tiques de première et de seconde espèce. 

87. Considérons maintenant l’intégrale triple 


W = j' j' J' dxdydz 


à laquelle se rapporte l’évaluation des solides en coordonnées 
rectangulaires, et substituons à ces coordonnées x, y, z, celles 
elliptiques p, |ji, v liées aux premières par les relations 


X = 


bc ’ 


y = P -è- : , 

b vc*-é* 

y/(c’' — n’) (c’ — V*) 

Z = P . 

c — b* 


On aura 


C C C _L 

J J J \dp rf(A dp. dp J dv \dp dp dpdp) d'i ' 

(dz dx dx dz\ dy 


TOMB 11. 
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et, en différentiant les équations qui précèdent, 



dx pv dx 

dp 6c’ dp 

s.f-§ 

II 

dx PP 
dv 6c 


— y’) 

dz _ 

^/(c«_|x’) (c*— y’) 

dp 

6 y/c’— 6* 

dp ~ 

c \/c'—b' 

dy _ 

PP v^6* — y’ 

dz 

PP y'c* — y’ 

dp 

y/p* — 6y/c‘ — 6’ 

dji ~ 

V/c-*— p* cy/c'— 6* 

tl — 

py y/p* — 6’ 

dz 

py y c' — p* 

dv 

y ô«_v* 6vc‘ — 6* 

dv ~ 

y^c* — y* cyc’ — 6’ 


ce qui donne 


p«f[A’— y») 

— p.’)y— y')’ 


On aura, par suite, pour l’expression du volume V 

f f f 

-J J J 

et, en intégrant par rapport à p, entre les limites o et p. 


V 


A ff pV---) 


En supposant p constant, on sera ramené au cas d'une 
sphère ; et en prenant les limites 6 et c pour p ; o et è pour v, 
on aura la huitième partie du volume de cette sphère. Le vo- 
lume entier sera donc exprimé par 


8 , f'' (î^*-v*) 

3** JoJi — vM (c* — — 


V(a* — ô‘) [b~ — y’) (c* — p’) (c’— ''*) 


; rfprfy. 


Mais ce volume est connu et égal à ^p’. Donc 



(p’ — y’)diJif/y 

y' (p* — b') {b- — y’) (c* — p’) (c* — y’) 
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88. Dans le cas où l’on substitue aux coordonnées x, y, z 
celles X, p., t), liées aux premières par les relations 

Xp.v 

v/(X*— — 6*)(6‘ — v’) ’ 

. y — . , — > 

bi^c’b* 

V^(X’ — c’) (|i’ — c’) (e’ — v'] 

On a 



dx dy 
dX 



dy dz 
dX d\j. 
dz dx 
dX d|x 


dy dz\ dx 
d\L d\) d't 
dx dz \ du - , , 


On a d’ailleurs 


dx 

d\~ 

(XV dx Xt dx X(A 

bc ’ d[L bc' dv bc ' 

_ 


dX 

VX* — 6* b\jc' — b* , 

dz 

X v'(c’— :x*) (c*— v’) 

dX~ 

y^X* — c* cyc’ — 6* 

_ 

|A y'(X'_6‘)(6’-v‘) 

d(i 

V'|x‘ — 6* byjc'—b* 

dz 

(x y/(X’ — c’)(c’ — v’) 

d|A ~ 

• 

\Jc‘ — |x’ c\c‘‘ — 6* 

ÈL — 

V y/(X’ — 6*) (|X* — b*) 

dv 

y'i’ — V* b\jc' — b' 

dz 

V — c*) (C*— |X*J 

dv 

y'c’ — v’ C^C* — 6’ 
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et, par suite, 


A =• 


V*) -f (iV — IA*) 


y'(|ji* — <(’) (6* — — |x’) (c’ — — 6*) — c’) 

(X»-|A«)(tX»-V») (X«-V«) 

v')(c’— (x’) (c‘— v*)(X‘— 6‘) IX'— c’)’ 


Pour l’expression de V, on a donc 


f f f—J^ 


-^*)(,x-v«)(X*-v*) 


v*)(c’— (JL*) (C*_ V*)(X‘— 6*) (X*— c‘) 


dX d(xdv. 


En prenant les limites o et i» pour v; 6 et c pour [jl; cetX 
pour 1, l’intégrale qui précède représentera la huitième partie 
du volume de l’ellipsoïde (k). Le volume entier sera donc égal 
à huit fois cette intégrale ou a 


v=sf rr .•) 


Mais ce volume est égal au produit X y' Q* — ^’) (^’ — c*) 
des trois axes multiplié par ^ tv. De là résulte, pour la valeur 
de l’intégrale triple du second membre, 

(X*-lX»)fHL»-V»)(X«-V») 

y (p,*_ 6*) (/;<*— V*) (c*— (X*) (c*— V*) (X*— 6*J (X*— c*) 

= ^X y(X*-è‘)(X*-c*). 

On pourrait démontrer directement cette intégrale comme 
on l’a fait pour celle du n" (85). 
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MÉTHODE DE LEJEUNE-DIRICHLET. 


89. Lejeune-Dirichlet a fait connaître une méthode très- 
ingénieuse pour la réduction ou la détermination des inté- 
grales multiples d’un ordre quelconque. Cette méthode con- 
siste simplement à multiplier l’expression difiérentielle qu’il 
.s’agit d’intégrer, par un facteur dont la valeur soit égale à 
l’unité, dans toute l’étendue que les intégrations doivent 
occuper, et qui s’évanouisse en dehors de cette étendue. L’ex- 
pression proposée pouvant alors être intégrée entre des li- 
mites très-simples telles que o et c« ou — w et vj, est, dans 
beaucoup de cas, plus facile à traiter que sous sa forme pri- 
mitive. Pour en donner un exemple, nous prendrons l’intégrale 
triple suivante : 



qui se rapporte au calcul de l’attraction de l’ellipsoïde 


J?* W* 5* 
— + - + - 
a’ ^ é’ ^ c* 


1 


sur un point extérieur ou intérieur, et dans laquelle x, y, z 
sont des variables qui doivent prendre toutes les valeurs po- 
sitives qui satisfont à l’inégalité 


(“) 


(!)’+ ©’ 


< 


P étant déterminé d’ailleurs par l’équation 

P* = (X — 3)’ -f (y — G) ’ -f (; - 7 )*. 


L’intégrale 



— — cos mO d6 
0 
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étant égale, comme on l’a vu n* (56), à l’unité ou à zéro, sui- 
vant que la constante positive m est inférieure ou supérieure 
à l’unité, cette intégrale sera le facteur par lequel il faut 
multiplier la proposée S pour la réduire à une forme plus fa- 
cilement intégrable. On pourra donc considérer l’intégrale S 
comme la partie réelle de la suivante : 


u= — ^ r r r r 




dans laquelle les intégrations, par rapport aux variables 
X, y, Z, peuvent maintenant s’étendre depuis — cr^ jusqu’à 
Pour obtenir l’intégrale triple qui se rapporte à ces va- 
riables, on exprimera la fraction 


1 

»i— I 


::;rr = (p’) 


par une intégrale définie, au moyen de la formule connue 
d’Euler, démontrée par Poisson, savoir : 


(«) 




et l’on aura, en remplaçant p’ par sa valeur. 


u= — 






V désignant le produit : 

/ / ^ ^ 2ax— 2 yî^y';Tj 


qr t — ir t-' — «r» 


dxdydz. 


Digitized by Google 


RÉDUCTION DES INTÉGRALES MCLTIPLES. 135 

des trois intégrales simples relatives à x, y, z, dont les valeurs 
respectives sont, en vertu de la formule suivante. 



^(V<p‘+2?rp)V^^^ 



qui dérive de la formule précédente (a) : 





-aV« 

i + v/— ‘ 


V^a 





En substituant ces valeurs, et remplaçant ensuite la va- 
riable ’i par une autre telle que i = - ; observant que 




puis posant pour abréger 




JL 

^ a b' + <J c* -i- <i' 


on trouvera, après avoir difîérentié par rapport à a, pour 
avoir la composante A de l'attraction de l’cllipso'ide parallèle 
à l’axe des x, 
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Maintenant, et d’après ce qu’on a vu au commencement de 
ce paragraphe, cette expression doit être réduite à sa partie 
réelle; tout revient donc à obtenir celle de 





ein6 

t d6. 


Or, cette intégrale, en y remplaçant sin 6 par des exponen- 
' tielles imaginaires, sera immédiatement donnée par la formule 
(a) , en ayant soin d’observer que le second membre de cette 


équation doit être remplacé par 


r(q)e 




i~P? 


lorsque p a 


une valeur négative. On trouve donc que la partie réelle qu’il 
s’agit d’obtenir est égale à zéro ou à 


r 





^ —I 


TZ 


ar 





suivant que Ç > i ou Ç < i. 

Maintenant si le point (a,6,Y) est intérieur à l’ellipsoïde (a), 
on aura 


©’+(î)’+©’ 


< «, 
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et aussi Ç < i . Dans ce cas, on aura donc 
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A 


«’ ("—0 r /”— 


/■ 


rfou* ï 


v^(‘+?)(‘+p,K'+?) 


-H-D 

6» -r* Ÿ~l 

o’-|-(T 4’+ a c*-|-a/ 


Si le point est extérieur, on déterminera la racine positive 
unique X de l’équation 

r _ »* I If* _ 

c’-j-a 

et l’on aura évidemment Ç > i ou Ç < i, suivant que <r < X 
ou (T > X. Dans ce cas, on aura donc 


A = 


</oa'“î 

Jx \/(‘+i)(' + i^)('+?) 




90. Comme second exemple de sa méthode, Lejeune-Di- 
richlet indique l’intégrale multiple d’ordre n ; 

S = j' j' j' dxdydz, 

dans laquelle x, y, z sont des variables qui doivent prendre 
toutes les valeurs positives qui satisfont à l’inégalité 


©‘+( 1 )+©' 


+ < «> 
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p,q, r,..., a, b,c,..., a, 6, y, étant dos constantes positives ; 
et, par l’applicàtion du môme procédé, il est conduit à 
l'expression très-remarquable de S savoir : 



que Ton peut, dit-il, obtenir par différents moyens, et qui ren- 
ferme un grand nombre de résultats relatifs aux volumes, 
centres de gravité, etc. Nous cboisirons, pour démontrer 
cette formule, l’un de ces moyens, et, pour plus de généralité, 
nous considérerons l’intégrale multiple d’ordre n : 



(a—x — ÿ — ;)' 


dxdydz 


dans laquelle x, y, z sont des variables qui doivent prendre 
toutes les valeurs positives qui satisfont à l’inégalité 

X-f-ÿ-j-S-j-... < fl, 

a étant une constante. 

En supposant que S ne contienne que trois variables x,y,z, 
on pourra écrire : 


S= / x’^'dx I f z'~'{a — x — y — z)‘-'dz, 

Jq J q J q 

et, si on intègre ensuite par rapport à z, en faisant usage 
pour cela de la formule (8) du n” (76], on aura. 



z"'[a — 


X — y — z)"'dz = (a — x — y)’"""' 


1 (f-i-s) ’ 


en sorte que 



’ dx 


r 

•'a 


'dy{a — 


X — y)'*-' 
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On aura de même, en intégrant par rapport à y, 
y-(a-x-yr-‘dy = 


d’où il suit que 


S= f x^'dx{a — J 

0 


\q*«'r4»— 1 


r(9)r(r+s) r(r)r(s) 
l’iî + r+s) ■ r(r + *)’ 


et, en intégrant par rapport à x. 



— dx = a>^ 


r(p)r(y+r+s) 
r/> + ry + r+.?)’ 


ce qui donne 

r(p)r(,?)r(r)r(s) _ 
i'(P + ? + '■-!-«)' 

Cette méthode de réduction successive est évidemment gé- 
nérale, c’est-à-dire que l’on aura pour le cas de n variables 


J J ' — x: — y — z.,.]dxdydz.. .... 



*'lP +9 + ^+ ”+ )' 

et, en faisant dans cette dernière * = i , a = i , 



’y’"' . . dx dy dz..,— 


m r(y)r(r) 

+ P + î + + 


cette intégrale étant étendue à toutes les valeurs positives 
de x,y,z.,,, qui satisfont à l’inégalité 


■3^+y + z+-<>- 
Jl en résulte que l’intégrale 


' j' j' J x’^'y‘’~'z'~'„. dxdydz 


Digitized by Googlc 



140 


LtTRE I. 


CHAPITRE X. 


'étendue à toutes les valeurs positives de *, y, z, qui satisfont 
à l’inégalité 





sera donnée par la formule 


g ^ V. . '•(;) 

K-+M+Î+ )' 

qui est celle de Lejeune-Dirichlet. Cette formule présente, 
comme on le voit, une généralisation fort remarquable de la 
formule d’Euler, donnée n° (74)- 

9 l. Pour montrer, par un exemple, l’application qu’on peut 
faire de cette formule, nous prendrons l’équation 


©■+( 1 )’+©’=' 


qui est celle de la surface de l’ellipsoïde, et nous nous pro- 
poserons de trouver le volume compris entre cette surface, et 
les plans passant par les axes 2a, 26, 2c, ou la huitième 
partie de cet ellipsoïde. On a, dans ce cas, oi = 6z=‘f-—2, 
= g = r = 1 , et, par suite. 



Mais, n* (72) 
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Donc 



Pour le volume entier, on trouve ^nabc. 

5 


MÉTHODE DE M. E. CATALAN. 


92. Dans un Mémoire important inséré au Journal de 
M. Liouville, M. E. Catalan a indiqué, à l’aide de considéra- 
tions géométriques fort simples, une méthode nouvelle qui 
supplique à la réduction d’un grand nombre d’intégrales 
multiples. C’est de son .Mémoire que nous avons extrait les 
développements qui suivent. 

Considérons, en premier lieu, l’intégrale double 

qui donne l’aire d’une surface courbe rapportée aux coordon- 
nées rectangulaires x, y, z, et supposons que cette surface 
soit celle d’un ellipsoïde représentée, comme on sait, par 
l’équation 

, y* , _ 

fl* 6’ c’ 

On aura 

dz e’x dz c'y 

dx à'z’ dy b*z' 

et, en substituant ces valeurs dans la précédente, il viendra, 
pour la huitième partie de la surface de l’ellipsoïde. 
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les intégrations devant être étendues à toutes les valeurs posi- 
tives de J! et de y qui satisfont à la condition 


Maintenant si, pour' abréger, on pose 


a>b>c, 


X 






alors, l’intégrale qu’il s’agit d’obtenir sera. 




ou, en désignant par la quantité sous le signe, 

(i) S = db Ç j îdT|d|j., 

les intégrations devant être étendues à toutes les valeurs po- 
sitives de ® et de y qui satisfont à l’inégalité 


v + l*’ <- »• 

Or, si l’on remarque que j JçrfTirfjjL représente un 

solide dont l’élément infiniment petit est le parallélipipède 
ayant le rectangle drid^L pour base et ^ pour hauteur, on voit 
que l’on pourra considérer cette intégrale comme représen- 
tant le volume de la portion du cylindre ti’ -|- |a’ = i , com- 
prise entre les parties positives des plans coordonnés et la 
surface dont l’équation est 



et, si après avoir mis cette équation sous la forme, 

(a) + + 
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on y regarde [j. comme un paramètre variable, on en conclura 
que tout plan perpendiculaire à l’axe du cylindre et situé à 
une distance plus grande que l’unité de l’origine, coupe la 
surface suivant une ellipse ayant pour projection, sur le plan 
des ary, une ellipse égale dont l’équation est celle (2). Pour 
s = 1, cette projection est l’origine des coordonnées; et, si à 
partir de cette limite, on fait croître Ç indéfiniment, on ob- 
tiendra une série d’ellipses concentriques ayant leurs axes 
situés suivant ceux des x et des y, et dont la limite répondant 
à Ç = crj est lé cercle représenté par l’équation r,’ -j- p’ = 1 , 
Il en résulte que l’on pourra prendre, pour l’élément du vo- 
lume considéré, le cylindre ayant pour hauteur ^ et pour base 
la couronne comprise entre les deux ellipses consécutives dé- 
terminées en attribuant dans l’équation (2), au paramètre Ç, 
deux valeurs infiniment voisines et Ç -f d^. En désignant 
par X et Y les deux demi-axes de la première ellipse, la cou- 
ronne aura pour mesure 

ndXY, 

et, comme on ne doit prendre que le quart du volume dont 
cette couronne est la base, on pomaa remplacer l’intégrale ( 1 ) 
par la suivante : 

S = - ah ( Î'/XY. 

4 do 

Mais l’équation (2) donne 



= r J ] 
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L’intégrale double proposée étant ainsi ramenée à une inté- 
grale simple : 


(«) 



V(Ç*— — 6*)’ 


tout se réduit à déterminer cette intégrale définie. Or, si 
l’on pose 


: = 


sm f 


J, . J, “COS O 

d’ou — — i d<p, 

sin’ip ^ 


l'expression dillérentielle 


deviendra 





d<f 

y a’ — 6*)sin’<p 



— 6'sin’<p 
sin’ <p 




1 — 6 * 1 
— , rfo, 

I* — 6'bin*tpJ 


et l’on aura pour la transformée de (a) 



’ — 6’sin*<p 

.Slll’f 


_(,- 6 ») f — . 

J va' — G* sin’® 


expression dans laquelle les intégrales qui y figurent doivent 
être prises depuis sin y = a jusqu’à sin ç = o. En renversant 

g 

ces limites, et posant, pour abréger, - = ft, a = sin Ç, cette 

OC 

expression se changera en celle 


> — G* </<p Ç\ dvfSj \ — A’ sin* <t> 

“ ./, V^i— A’sin’o J„ ’ 

qui donne par l’intégration par parties 

— P-^JL=+.m, / — y.in-, +a 

“ Jo v/' — A’sin’f J, v^i— A’sin’? 
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* J ^ — A’ si»* B 

= acol9\/‘ — /i’sin’ip4’® J' V^(* — A'sin’ç) rf<p 

, 1 — a} d<f 

“ Jo \/i — A*sin*Ÿ 


ou, d’après les notations de Legendre, 

acolfV^* — A’sin’ç 4* 

11 reste maintenant à évaluer entre les limites relatives à 
chacune des variables Ç, <p, la somme des quantités 


(i:*— )c 

/(î’~ «’)(;•- 6*)' 


: , a cot <p v^i — k' sin’ ç. 


En exprimant la première en fonction de f , il s’agira de 
chercher entre les limites ç = o et sin ^ = a, la différence 

; ■ . ■ «’ — sin’tp 

a cot ç V * ~ * s*n fP ' — 

sin ç cos ip v^a* — 6* sin’ip 

(i — a’ — 6’cos’f) sin ç 

— , { 

cos Ÿ va’ — S* sin’ ip 

et comme cette valeur devient nulle à la première limite 
<p = O, on voit qu’il faudra seulement y substituer sin y = a, 
ce qui la changera en 


av/(,-«’)v'ô^ 


Pour la surface entière de l’ellipsoïde, on aura donc 
S=3Rûé[^VÏÏ^^V(T^) + aE(kÇ) + F(«)], 
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uu 

S = a:tc*^^ [(û’— c*)E(«) + c*F(A5)], 
Vû'-c’L J 

formule qui ne diffère pas de celle donnée par Legendre dans 
ses Exercices de calcul intégral. Pour l’appliquer, on doit se 
rappeler que 

K — “t — 




• I. — c* , c 

sin; = 6= , cosç = -. 

a a 

93. Considérons, en second lieu, l’intégrale triple 

0. 

dans laquelle a, 6, y, sont des constantes positives moindres 
que l’unité, et x, y, z, des variables liées entre elles par la 
condition 


(a) 

Posons 

( 3 ) 


®’ + y’+*’ < »• 


_ , 1 — a’x’ — C’y* — y’z* 

*' — i — X*— y’— Z* ’ 


équation que l’on peut mettre sous la forme 

iv' _ a‘) x« + (ü* — 6*)y* 4- (n*_ y’) =’ = «’ — 1 , 
OU sous celle 

,i\ y’— ï’ , , c’— 6’ i^*— y’ , 

W — +-1 y — ^s’=i, 

D* I * fi*_i ^ ' 


V — 1 


et qui n’est pas contradictoire avec la condition ( 2 ). En appe- 
lant V un volume qui, ayant pour élément dxdydz, est 
exprimé par 

\ =J f J dxdydz. 
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on aura 

S= J odV, 

ou par ce qu’aux limites 

+ = iî’ + y’ + 2’ = ‘. 


correspondent 

V—.1, e = oo, 

(5) S=£ vd\. 

Ainsi, il s’agira d’évaluer dV. Or, les variables x, y, z, 
devant vérifier constamment l’équation (4), qui est celle d’un 
ellipsoïde ayant ses trois demi-axes X,Y,Z respectivement 
égaux à 



le volume V ne pourra être que la huitième partie du volume 
de cet ellipsoïde, ou ^ XYZ. L’intégrale (5) devra donc être 
remplacée par la suivante : 


Mais 

dXYZ 


-iX 


iidXYZ. 


vdvijv * — 1 /i — “* I * — S* I — If* 

~ Jfi,*— a*i (ü‘— G») (ü‘ — x’) \y‘ — »’ S' T7 


(l>* — a}) (ü‘ — G' j (ü* — X 


Donc 


s=îr(.-.vr A'- j 

/ * v'dv^ v ' — i 

(ü*— G*) V (a’— ût’j (u‘ -6*) (c‘— f) 


+ (• 


/'•” u’t/i> v ü’ — » H 

+ i-Y’) ■ 

J, (v»-T’iV>-“‘)(«’-6’j («-Tf’Ü 


/ 
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En posant, pour abréger, 


v*dv^v * — 1 

~J, \Z[v'-ix'} V*— 6«) (ü* — y’ 


on trouve 




Tt/j — a’ rfo 1 — 6 ’ rfff 1 — da\ 


dot 


+ 


+ 


T- . 


G d6 Y 


L’intégrale triple proposée sera ainsi réduite à une inté- 
grale simple qu’il s’agira d’évaluer. 

94. Considérons enfin l’intégrale multiple d’ordre n 




dans laquelle a, 6, y sont des constantes positives moindres 
que l’unité, et x, y, z ... des variables positives qui doivent 
satisfaire à la condition 


(a) a:'-}-y* + z’+ ... < 1. 

Posons 

1 — o’x* — G*i/’ — — ••• 

1 — x’ — ÿ* — î* — ... 

et cherchons à calculer l’intégrale multiple 


jfjdxdydz... 

en donnant à x, y, z toutes les valeurs propres à vérifier la 
condition 


(y’ — a*)x’-}- (y*~G*)ÿ’-f-(ü*— Y*)z*-t-.. < y*— i, 
ou celle 


( 5 ) 



y*_., ' • p«_-, 


< ‘ 
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qui n’est pas contradictoire avec la première, puisque chacun 
des rapports dont est formée cette équation est plus grand 
que l’unité. Nous obtiendrons de la sorte une intégrale définie 
fonction de v, a, 6, y, que nous pourrons représenter par 
F(r). 

Cela posé, attribuons maintenant à v un accroissement 
infiniment petit dv et soit »' = v + dv. Calculons l’intégrale 


fff...dxd,dz... 


entre les nouvelles limites qui se dé- 


duisent de l’équation (3) , en remplaçant dans cette équation v 
paru'; puis retranchons le premier résultat du second. La 
différence f/ F (r) sera évidemment égale à la somme des va- 
leurs que prend la fonction dx dy dz... lorsque les variables 
.satisfont à la condition (3) et que, dans cette équation, le para- 
mètre U passe de » à » -f rfu ; par conséquent on pourra re- 
garder le produit i’dF(u) comme exprimant, dans l’inté- 
grale (i), la partie que l’on obtiendrait en faisant croîlre le 
radical de u à u -f- dv. Mais aux limites 


^’+ÿ’+:’+..- = o, 

correspondent v = i etv = vx. Donc, pour déterminer la va- 
leur de l’intégrale J , il suffira de prendre la somme des va- 
leurs qu’acquiert t'i/F(u), lorsque v, croissant par degrés 
infiniment petits, passe de la valeur u = i à celle v = c«,. 
En d’autres termes, si l’on pose 

F(‘’)=y j j ... dxdydz , 

les limites de l’intégrale étant données par l’équation (3), on 
aura 
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les limites de la première intégrale étant déterminées par la 
condition 


Il reste donc h déterminer la fonction F (v). Or, c’est ce 
qu’il est facile de faire au moyen de la formule suivante qui 
est celle de Lejeune-Dirichlet 



. xp-' 


dxdydx 


a^bic'... 
k, l,m 



et dans laquelle, comme on l’a vu n° ( 90 ), a,b,c... p,q,r... 

représentent des constantes positives, et X, y, 3 ... des 
variables qui doivent prendre toutes les valeurs positives 
qui satisfont à la condition 



En mettant, en effet, la condition (3) sous la forme 



et comparant avec la précédente, on en déduit 


p = q = r=i, 
k = l =m= a, 


Substituant dans la formule de Dirichlet, et ayant égard à 
ce que F © = \/ on a donc 
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F(ü) = j' j' J'...dxdydz 


(■+9 


(S)-. 


et, par suite, 


S =• 




(’+Ü 

En effectuant la différentiation indiquée, on trouve 
J, _ ( a ) r i)* 'do 

Dans le cas particulier ou a = ,3 = v, on a 

.-/,/■/ 

JïL r 5î=!Ç*, 

résultat qui méritait d’être remarqué. 

Maintenant, si l’on pose 


w’ — 1 = (i* — s*j .<;in’ 0, 
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OÙ 

et 

Q 2.^ft+14^^l*i+l*i+IH J. l‘i+t^i+lh+ •• + ^1-1^ 

X,, X,, X,, ... x„ sont des variables qui croissent de o à i , et 
1*1’ !*«’ P- 8 ’ ••• i*» constantes positives ou du moin .‘à partie 
réelle positive. 

Considérons le cas le plus simple qui est celui où n = 2. 
On a alors une intégrale double, et il s’agit de prouver que 


(a) 

Posons 


I J f — yr 'dzdy 

J 0 




Z 

y--; 


par cette valeur le premier membre de l’intégrale qui précède 
se changera en 


f'dx rF(z)(i— x)'*“*a'* 
Jo 



dx 

7 ^’ 


et en regardant x et 5 comme deux coordonnées rectangu- 
laires dans un plan, et l’intégrale double qui précède comme 
l’expression d’un volume, cette intégrale pourra être rem- 
placée par la suivante : 


F(z]z^dz J (1 — x)** * 



dx 


où l’ordre des intégrations a été interverti. Tout se réduit 
donc à prouver que 




dx 
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Or, si l’on pose 




désignant une nouvelle variable dont les limites sont o et i, 


on aura 


(l — Z)(l — 0 . _i_ , 

1 — x = ■. — l* *)'■' 

1 — (l — X 


s[i — z]dt 


et, par suite, 


-X)- (. -î)-' ^ X' 


Mais n» ( 74 ) 




.. r* ,^_i / iV-' àx r(!x)r(v),_ .^ii + v_i 

Considérons maintenant le cas de « = 3, qui correspond à 
celui où l’on a l’intégrale triple : 


m \ u-i— 1 m 1 

r(x,x,x,);^i-x,) (1— X,) ('-X.) 




■;= r‘ l’'F(x,r,)(i— X,)'*' ' T^^^dx,iix,l F(x,)(i— x,)*^ 

*/» <-'o “ 


En appliquant à l’intégrale double du second membre la 
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formule (a) qui vient d’être démontrée, on réduira cette in- 
tégrale triple, à celle double 


S 




I f P(=-r,)(i— :) 




X, (i— .r,) 


d— dcc J , 


La formule (a) est encore applicable au second membre de 
cette expression et donne 


j, «) X, (i-x,) dîdx. 


.1^—1 


r(|A,4-!A,)r(|x,) r> 


F (x)(i 


-x) 


dx. 


On a donc 


.rWr(|A,) r((A,4|A,)r(HL,) 


+!^j) ' + 


I F(x)(i — X) dx. 

O 


et, par conséquent. 


f (F,)r((x,)r(.uL,) 
r + F.-ffA.) 




F(x)(i— x) 


|Al + lAj+|Aj-l . 

dx. 


On ramènerait de la même manière le cas d’une intégrale 
quadruple à celui d’une intégrale triple; le cas d’une intégrale 
quintuple à celui d’une intégrale quadruple, et, ainsi de 
suite. En général, on peut donc écrire la formule suivante qui 
est celle (i) 


£ff •••f PQdx,dx,d.r,... 


r'F(x)(.-x' 




dx, 


laquelle se trouve ainsi démontrée. 

96. Si dans celte formule, on suppose que F (x) soit une 
fonction de la forme 
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- 1 ^-' 


F(z) = 


(i+ A-ci' ’ 

p, A, P étant des constantes, cette formule deviendra 




'/’V r X, A-, (I .r,) (l-j.) rf/A»' 

„l |A— ' (|Al+!^+-+l»«)-l 

r(p,) r,p,)... rfp„ ^ / x (i— x) dx 


et ramènera ainsi l’intégrale multiple S à l’intégrale trinôme 


J. 


(i+kxr 


qui, dans quelque cas, peut s’exprimer sous une forme finie. 
Cela a lieu, par exemple, lorsque 


p = p+ix, + p, 4-...p^; 


car en posant alors 


on obtient 


1 — / 


i 4 -A-r’ 




J, (• 


et, par suite. 


+ ^ + + — + M 


HT-f 

/•sJ ^0 0 vo 

(•>) 


ti+Ax,x,...x„)p 

_ r(p)r(p,)r(p,)...r,>,) 

( 1 -|- A-)!* r( p-|- P, -p pj-[- . . . p„ 


Dans le cas de » = a, celte formule donne 
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JoA (i+Ax,x/+'‘‘+>*’ 

_ t"t>)r(u,]rtu,) 

(•+*)■" +(*.)’ 

dans celui de n = 3 




•* l*-* |A+lV-« 

X. X* Jj 


g»)*** 'di,<lx.dx^ 




!*+l*i+!ii+!^ 


r(|A)ri>.)(rix.)(r|x,) _ 

(i+Aji^r(|x+(x,4-(x,4-(Aj’ 


et, ainsi de suite. 


97. Formule de M. O. Schlomilch. — On doit à M. Schlo- 
milch la réduction de l’intégrale multiple 


(«) S = y’J’J’...F(z’+ÿ’4-i‘-t-...)t(ax+6y+fîf...)dxrfyd;.. 

dans laquelle les intégrations doivent être étendues à toutes 
les valeurs positives et négatives des variables x,y,z... qui 
satisfont à l’une ou à l’autre des inégalités 


o<x*-f-y’ + z’ + ...< I 
<1, < ax + èy + cz + ... < <T, 

et même simultanément à toutes les deux. 

Pour montrer de quelle manière peut se faire cette réduc- 
tion, considérons, en premier lieu, l’intégrale double corres- 
pondante au cas de n = 2 , savoir : 


S = y y** F(A’-f u’-f»’) f(a-f6u-|-Yi;)Éi«dc;. 
Posons 

tt=:fcos6, v=r8in6j 

par ces valeurs l’expression précédente de S deviendra 

S= f“ f F(À'*-4-r’)ip(a-|-6YC086-f-yrsinO)r(/rdO, 
Jt) J Q 
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et, en faisant usage de la formule connue, 


0 

on aura 


f /"(a cos6-j-6sin6)d0= 2 / /"(y + cos0)t/6, 

' A . ^ n 


S = 2 r f F{Àî + r’) <p(a -|- V G’ + Tf* r cos 9)rdrd6. 

J O J O 

En remettant maintenant, dans cette dernière, pour rcosQ 
et r sin 9 leurs valeurs u et r, on obtiendra la transformée 




f f F(A’4-u’4- ü’) o(a + 6« 


• JO • 

lae ,'V'^ 


— j F i’-|- u*-f y’) ip(a-|" 

Considérons ensuite l’intégrale triple 

S= / / I F(x’-l-.v’+'®’)f!<*'^ + ^!/ + 

V_goi/ mOCV vOO 

En appliquant la formule de réduction (i) qui précède, et 
posant pour cela 

k = x, u = y, v=z, n—ax, 6=6, t — c, 
on trouvera 

S = 2 r / / F(z’ f y’ + î*) <p((fx + v'6’ + c* , y)dxdydz, 

et la formule de réduction { 2 ) étant encore applicable au 
second membre de cette dernière équation, on aura 

S = 4 r f f F(x* y’ + Z*) ®(v + c’ , 

V ^ gfi V •V'XR' 

On transformerait de la même manière les intégrales qua- 
druples, (juintuples et de même forme que les précédentes. 
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En généra], si l’on désigne par n le nombre des variables 


x,y,z..., et par p le radical \ a’ + 6* + c* ••• * on aura, pour 
la transformée de l'intégrale multiple (i) 


( 3 ) 


<^[ax-\-hy-\-cz-\- .,.)dxdydz... 

= 2“"'/* Ç f ... F(i’-1- ÿ* 4" "h 

J — a, J a J 0 


xMaintenant, si pour réduire l’intégrale multiple du second 
membre relative aux variables x, y, : ..., on fait usage de la 
formule connue 






ny']du 


dans laquelle m désigne le nombre des variables on 

obtiendra, pour la valeur de l’intégrale multiple S, l'expres- 
sion remarquable suivante : 


I f f° + + + + ...)t/xdi/dz 

J** F{x*-\-y*)<f{ex)y’^*dxdy 

Examinons actuellement les cas où les intégrations doivent 
être étendues à toutes les valeurs positives et négatives de 
x,y,z... qui satisfont à l’une ou à l’autre des deux iné- 
galités 

O z’ -t- ... <1, 

17, < flx + 6x -}- cz -j- , 



ou en même temps à toutes les deux. 

Supposons d’abord que dans la formule (4), on remplace 
la fonction F (<) par une autre qui coïncide avec cette fbnc- 
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tion quand t < i, et qui se réduise à zéro dans le cas con- 
traire. Alors, les intégrations, dans le premier membre, 
s’étendront à toutes les valeurs positives et négatives de 
X, y, Z qui satisfont à l’inégalité 

o<x*-f <i; 

et dans le second membre, les deux intégrations qu’il ren- 
ferme, se rapporteront à toutes les valeurs positives et né- 
gatives de X, et à toutes les valeurs positives de y qui satis- 
font à la condition 

o < x’ -f y* < 1 . 

Donc, dans ce cas 

• 2’-f ...) f[ax-\-by+cz+...'^xdydz... 

-I Jo f(x’-}-y*)ip(px)y"-’rfx</y 

Supposons ensuite que, dans la formule (i), la fonction 
f (s) soit telle quelle se réduise à zéro pour toutes les valeurs 
de s non comprises dans l’intervalle de s = ï, à « = alors 
on aura pour l’intégrale S, étendue à toutes les valeurs posi- 
tives et négatives de x, y, z qui satisfont à l'inégalité 

a, <ax-f 6ÿ-f cz-t-...<o,, 

F(x*-f y*-J-z*-j-...) f(ax-j-6i/-}-cz-l-...)dxdÿJz 

f‘‘ f F(x'-fy*)Ÿ{px)y’‘-’dxrfy 

F 

Enfin, si les intégrations doivent être étendues à toutes les 
valeurs positives et négatives des variables x, y, z ... qu> 
satisfont en même temps aux deux inégalités 

o<x*-l-y’-i-z’-f 
(», <flx-f éy-f c:-f- ... <»,, 
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il faudra aussi que l’on ait au second membre 

— i<x< + i, o<y<y'i— X*, 
et, en même temps, 


— <x<— , o<y<Qo. 
P P 


Donc, dans ce cas. 


(7) 


N — t 

aie 




— — — / / F(x*+y*)if(px)y-*dxdÿ, 

W— l \ J S\ J 0 


les valeurs de x^ et », étant 


X, = — et X, = — lorsque — i < — < — < -f- 1 , 

P P PP 

X, = — 1 et X, = *’ lorsque — 1 >-<— < + i, 

P PP 

9 9 0 

X, = — et X, = + 1 lorsque — i > - < - > + i , 

P PP 

9 9 

X, =— 1 et X, =-|-i lorsque — 1> — <— > + i. 

P P 

On obtiendrait des formules beaucoup plus générales que 
celles (5), ( 6 ) et ( 7 ), en remplaçant dans ces formules x,y,x 

Æ V 2 

par —, et a, b, c ... par les produits aa, 6b, yc ..., 

ce qui donne 


et 


p= ^a*o*+6*6*-j- c*y’ + « • 

+(l) +(î) +”•<*’ 

",<ax + 6y + cz + ... <«,... 


TOME II. 


11 
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08. Dans le cas où 


n = 3; F(0 = F^Î4-| + = 1 , <j.(s) = (p(ar+éy+a)=i, 
= »» = >> 


l’intégrale triple 

S— j j J dxdydz, 

étendue à toutes les valeure positives et négatives de x,y, s 
qui satisfont simultanément aux deux inégalités 


o< 



< >. 


(X <ax+ 6y + CZ < 1 , 

représente le volume de la portion d'un ellipsoïde 


1 + ^ + ^: 
^ 6’ ^ Y* 


comprise entre les deux plans parallèles dont les équations 
sont 

ax -j- by -|- c; =: (X, 
ax by cz — i ; 


et, en appliquant la formule ( 7 ), on trouve que cette portion 
de volume est exprimée par 



P étant égal à \ aV y’c. 
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99. En posant dans la formule (5) 

n = 3, F (x* ÿ* 4- 2 ’) = I 
et 

x=rcos8, y = rsin6cos>}', z=r sinOsin'J't 
on obtient 


I / 1 <p(orcos84-i>r8in6co8iH-c»’8in6sin4)r*8m#rfr<i6d(li 

(/ 0 «^0 V 0 

= Tty (i — x‘)<f (^a* + 6*4-c*, x) dx. 


100. De cette formule se déduit immédiatement un théo- 
rème très-important démontré la première fois par Poisson. 
Posons 

J x*f(px)dx = fip) 
ou 

on aura par la différentiation 

T W = 3 /'(ia) 4 -|a/'' (fl), 


et, par suite, 



/ (a cos 8 + 6sin8 cos + + c sin 8 sin <1<) sin 8 d8 dtji 


« y [3/(p^; + pif' (pi)i '/x 

>-<-1 

f{px)di. 

-1 



101. On arriTe d’ailleurs au même résultat par des consi- 
dérations purement géoinétriques. Considérons en effet un 
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ellipsoïde engendré par la révolution d’une ellipse autour de 
son grand axe, et soit 

r = ax-\-by-\-cz-\-^, 

son équation rapportée aux trois axes rectangulaires, de di- 
rections arbitraires, qui passent par le foyer, r étant le rayon 
vecteur mené de l’origine au point M {x, y,z) de la surface. 

Concevons une surface sphérique décrite de l’origine 
comme centre avec l’unité pour rayon, et multiplions chaque 
élément sinôtÆrf.}/ de cette surface par une fonction quel- 
conque du rayon correspondant de l’ellipsoïde. La somme de 
tous ces produits, étendue à la surface entière de l’ellipsoïde, 
sera exprimée par l’intégrale double 


<'>xr^[:q= 


cos 6 -j- 6 sin 6 sin ij< -j- c sin cos «V 




sin6if0d<{«. 


Mais l’équation de l’ellipsoïde, en comptant l’angle polaire 6 
à partir de l’axe de révolution, est 


en sorte que, dans ce cas, la somme dont il s’agit est exprimée 
par l’intégrale simple 

(a) ait r f ( \ sin # < 16 . 

J a \i — v^a*-j-6’-|-c’cos6/ 

Égalant i^es deux valeurs (i) et (a) d’une même surface, on 
trouve donc 


n 2T: 

f (a cos 6 6 sin 6 sin i]i -f e sin 6 cos <|*) sin 6 <10 <lili 

= ait y* ^ 


ce qui est la formule précitée. 
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DÉVELOPPEMENT DES FONCTIONS EN SÉRIES 
TRIGONOMÈTRIOLES. 


PORMCXE DE UGRANGE. 


102. Désignons par y une fonction périodique de x de la 
forme 

(i) y=A,sin®-{- A,8Înax4-A,8in3x+...+ A.sin nx, 

A,, A,, A,..., A„ étant des coefficients indépendants de x; et 
soit F(x) une autre fonction de x donnée arbitrairement, fonc- 
tion qui peut être continue ou discontinue. Nous nous pro- 
posons d’abord de déterminer les n coefficients A,, A,, A,..., 
A,, de manière que l’on ait y = F(x) pour les n valeurs par- 
ticulières 


(>) 


«+« 


ait 

M-f- I 


n-j- i 


X =■ 


«+ ‘ 


valeurs comprises entre x = o et x = «. 

A cet effet, représentons par j/,, y,, y,..., y,, les n valeurs 
correspondantes de F(x). Nous aurons pour déterininer les 
n coefficients A,, A,, A,..., A„, les n équations : 
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( 3 ) 


v, = A,siii — ; ha, sin — I ^-A, sin — — 4-'-+A,sin — ; — , 

' n + i * n+i * n+i ' ' " n+i 

I . • , à • 4’' , , . 6n , . • anit 

' y,= A, 8in — ; h A, sin — ; — ^ Aj sin — ; |-...+A,sin — ; — , 

' n+i * n + i ’ n+i ' “ n-f-i 


y, = A, sin 


Mit 


imz 


n + i 


A, sin — ; f-A,sin 

n-|- 1 


3nTc 


n’it 


f...+A»sin^, 


et, si pour opérer l’élimination qui donnera la valeur d’un 
coefficient quelconque A„, on ajoute ces équations après les 
avoir multipliées respectivement par 


(4) 


mr amit 5miz tttrrr 

asm — ; — , asm — ; — , a sin — ; — a sin — ; — , 
n+i n + * ”+* ”+* 


on trouvera que le coefficient A«, dans cette somme, a pour 
multiplicateur 


mit . m it 

a sin sin 

n+i n+i 


. . amit . 

4- a sin — ; — siu 
n+i 

, nwit 

+ asm — ; — sin 
n + i 


am'it 
n + i 
nm'it 
n+i 


+••• 


expression qui est la difTérencc des deux autres sommes 


(m' — m)it . a(m' — m)it , , n(m' — m)it 

1 + cos ' ; \- cos ; h---+ “S -i ; ^ 

' n+i n+i n+i 

(m' + m'iit , a(m'4-mlit . , n(m'4-m)it 

l+COS^-^;-4 ^-f-cOS ' ^ _ -j-...+ COS' 


n-j-i n + i 

dont les valeurs respectives sont; 


n+i 


1 — cos (m' — m)itj, -|i — cos(m'-t-m)itJ. 

Or, si m' est différent de tn, la différence des deux sommes 
ci-dessus sera nulle, et tous les coefficients disparaîtront de 
la somme des équations (5) multipliées respectivementpar (4)» 
à l’exception toutefois de celui A«. Mais si i,.' = m, alors la 
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première des deux sommes ci-dessus aura pour valeur n-j-i; 

la seconde se réduira à - — - cos aniTt ou o, et l’on aura, en 
2 2 

conséquence, pour la valeur du coefficient A„, 


. 2 / . »iîi , . 2mT. . . nmicX 

A„= — ; — y.sin f-V,sin h...-fw„sin — ; — ) , 

n-i-i «-t-i «4-1/ 


Construisons maintenant les deux courbes ayant pour équa- 
tions 


y=F (x), et y = A, sin X -f A, sin 2 X -f-.. A„ sin nx ; 

ces courbes auront m points correspondants aux valeurs des 
abscisses ( 2 ), et tendront à se rappioclier l’une de l’autre à 
mesure que le nombre m des points augmentera. A la limite 
ces deux courbes coïncideront donc dans toute l’étendue 
comprise entre x = oetx = '7t; et comme à cette limite la 
somme qui expii inie la valeur du coefficient A„ se change en 
une intégrale définie, on aura, en posant 


mit 

n-t- i 




n-|- I 


= d*. 


y»=F(«), 


A 


« 



sin metia. 


On aura donc 

(5) F(x)= - sin mx f F(a)sinwîadi. 

le signe V s’étendant à 'toutes les valeurs de m comprises 
entre ni = 1 et m = 

103. Lorsqu’on sait, ù pnort, que la fonction F(.ri est dé- 
veloppable en série convergente de la forme 

F(x) =A, sin X -}- A,efn 2 x-|-...-f- A„sinmx-[- 
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il suffit d’un calcul bien sinople pour déterminer les coefficients 
A.,. En eiïet, si l’on remplace dans celte série x par a, et qu’on 
multiplie les deux membres par sin mxda; puis qu’on intègre 
entre les limites a: = o et a: = on aura 


F(a)sin mada = A^ sin ma sin ada 

A,y** sinma sin aada-|--..+A*y^ sin’mada -|-...etc.; 


et comme 


j' sinpxsiaçxdx = o 
dans le cas où P et 9 sont dilTérents; et 

sin*pxdx = ^it 

dans celui où p = q, il en résulte 


a /’T? 

A,= - I F(a)sinmada 
Jo 

104. Pareillement, si l’on sait que la fonction F(x) est dé- 
veloppable en série convergente, procédant suivant les cosinus 
des multiples de l'arc x, on fera 

F(x) = A,+ A, cosx-f A,cos ax+...+ A.cos mx etc., 

et multipliant les deux membres de celte équation par 
cos mada, après avoir changé x en a; puis intégrant entre les 
limites a = o et « = it, on aura 


F (a) cos ma da 

= Aj cosmads+A,y' cosmacosada 

A, J cosmacosaada-|-...-|-A„J cos*mada. 
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Mais dans le cas où p et 9 sont dilTérents l’un de l’autre, on a 


j cos px cos qxdx= o (*), 

i> 

et dans celui où p = ç 

/ cos* pxdx =- -K, 

J a 

excepté toutefois le cas où p = 0, pour lequel cette dernière 
intégrale est égale à n. Donc 

A„=- f F {a) cos ma dit, A^ = - f F(a) da 

0 •'fl 


(*) II est aisé de Térifler que les intégrales définies 


f: 


COS ps eos qxdx 


f: 


sin px sln qxdx 


sont nu'Ies, toutes deox, lorsque les nombres p et q sont dilTérents l'un de 
l'autre. En effet, en lalsaot la romme et la différence de ces Intégrales, on 
trouve 


J’ cos px cos qidr = i J’cot{p—q'xdx+ ^ J' cos(p+?)xdx 

8ln(p-q)i , 8lii(p + q)i , 

“ + . .. + coust. 


3{p-q) 


*{p + q) 


J“ t\n px t\o qxdx = ~ J* (p—q)xdx — ^ J" co» {p + q)xdx 


sinlp — q)i sin(p + q ]2 

~ — 2(P + <7) ’ 


et ces expressions sont évidemment rendues nulles par choix des limites 0 et 
IC, toutes les fois que les nombres eulieis p et q sont inégaux. 
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et, par conséquent, 

F(x)=- f F(a)da 

2 «/ Q 

-|--^cosmxj" F(a) cos ma da. 


( 6 ) 


105. En ajoutant membre à membre les équations (5) et 
(6) , et prenant la moitié de la somme, on trouve 


F(x)=— r F(a]da 

27T fj Q 

;[ sinnixj F(a)sinmarf» 

-}- cos »»X I F (a) cos ma rfaj 

et, par suite, 

(7) F (^) = “ / F(x)da-(-- V I F(a)cos» 2 {x — a)da. 

a i/ « it J 0 


106. On peut donner aux intégrales (5) et (6) des limites 
quelconques autres que celles o et ti. 11 suffit, pour cela, de 

remplacer x par ^ et a par ^ ; on a alors 


„ /itx' \ a VT . mitx' /’« „ /na'X . mr.a , , 

F — ) = - > sin / F — sm da' 

\ a / a ^ a \«/ « 

2 VT niitx' /’« /-a \ cnsniT.a' , , 

+ - N cos / I — da, 

a ^ a \a / a 


et en supprimant les accents alTeclés aux lettres x et a, et 
écrivant F(x), F (a), au lieu de 1' V te qui est 
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permis, F désignant une fonction absolument arbitraire de 
X, il vient 

(8) F(x)=- X SID I F(a)sin — da 

a d J D a 

(9) F(x)=I rF(«)da 

« Vq 

a mwx /"O,,, , nvmx 

-f - X cos I F (a) cos da. 

formules qui sübsistent pour toutes les valeurs de x comprises 
entre les limites o et a, et même à ces limites. 

En combinant les équations (8) et (9) de la même manière 
que celles (5) et (6), on en déduit 

(10) F(x) = - f“F(«)da-|-- y /*°F(a) cos— da. 

Q t,' 0 d 

107. Si l’on écrit la formule (8) de la manière suivante : 

D/ ^ IV’'. tnizx . . mita 

F(x) = - 7 - sin / F (tt) sin d«. 

TC ^ a a a 

et que 1 on suppose a = ; puis — = 6, ^ = do, on aura 


(il) F{x) = -f°° f F{a)sinGxsin êadêda; 
TC J g Jo 


de sorte que F(x) se trouvera exprimé entre les limites o et co 
par une intégrale définie double. 

On déduirait de même de la formule (9) , en y supposant 
a = 00, 

(la) F(x)=- / / F(a)cos6xcosoadGda; 

TC J g J g 
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et ces équations (ii) et (la) combinées entre elles par voie 
d’addition donnent 


(i3) F(x}=-f ( F(a)cos6(x — «)dotd6 

IC t/ Q i/o 

108 . Si dans les formules (8) et (9), on remplace a par 
al et Æ et a par x' + 1 et a' -f 1, on aura 

(»4) F(x+/) = j2^sm F(a + /)sin da 

(i5) F(x'+/)=^j^F(.'+/)d«' 

ou en supprimant les accents allectés aux lettres x et a, et 
écrivant F (x) , F(a) , au lieu de F(x' + 1 ) et F(a' + Ij, la carac- 
téristique F désignant une fonction tout à fait arbitraire de x, 


(16) 

F{x)=-N»,„ j 

l 

F(a) sin 

1 

(» 7 ) 




1 /) 
+ 7 i“‘ . 

f'. '’<■> 


3/ 


da. 


cos mît (a -I-/) , 

— 5 — 


formules qui subsistent entre les limites — 1 et -}- 1, et même 
à ces limites. 

En combinant les équations (16) et (17), on en déduit 


1 8) F(x) = 1 /'I F (.) rfa 4- ^ y F (.) cos da. 


109 . Si dans la formule (10), on remplace a par aa, et 
X et a par x -f a et x -j- a, on aura 


= + rr{,)cos!î^îl^d«; 
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et, si dans cette dernière on pose 


■K mit 



il viendra 

= F(a)C0S/»(x — a)j«. 

Or, si l’on suppose a innninient grand, la düTérence e des 
valeurs consécutives de p deviendra infiniment petite, et la 

somme V se changera en une intégrale définie prise depuis 

P = 0 jusqu’à P = CC-. En écrivant dp au lieu de £, on aura 
donc 

(.9) = 

* »/o 

formule très-importante, donnée pour la première fois par 
Fourier, et qui s’étend à toutes les valeurs réelles, positives 
ou négatives, de la variable x. 

110. Les formules qui précèdent s’étendent sans difficulté 
aux fonctions d’un nombre quelconque de variables. Si l’on 
prend, par exemple, la formule de Fourier que nous venons 
d’obtenir, et que l’on écrive dans cette formule F(x, y) au 
lieu de F(x), on aura 

1 r* 

F (jf , y) = - j j__ F (». y) cos — «) * 

On aura de même 


J F (a) cos P (x — a) da dp, 


F{x,y) = ~j F(a,6)cos?(y— 6)d6dy; 

d’où résulte 

F(x,y)=^ J f f f F(a,6)cosp(x— a)cosy(y— 6)cW6dpdy 
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formule qui a lieu pom- toutes les valeurs réelles, positives ou 
négatives des variables x, y. 

Une fonction F(a;, y, z,) de trois variables s’exprimerait de 
même par l’intégrale sextuple 

H I, > 

Xcosq(y — 6) cos r(x — if) du d& df dpdqdr', 

et, îunsi de suite. 


Digitized by Google 


LIVRE II. 

APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES DU CALCUL INTÉGRAL. 


CHAPITRE PREMIER. 

QUADRATURE DES AIRES PLANES. 


FOR.MULES GÉNÉRALES. 


111. Nous avons vu que l’aire u d’une courbe plane rap- 
portée à des coordonnées rectangulaires était représentée par 

j' ¥{x)dx. Il ne s’agira donc, pour obtenir cette aire, que d’in- 
tégrer cette expression entre des limites convenables. Si l’aire 
U, par exemple, doit commencer à la valeur de l’abscisse 

x = a, on aura « = J F(jr)fte, x représentant l’abscisse d’un 

point quelconque de la courbe; et si cette aire est limitéé à 
l’ordonnée du point correspondant à l’abscisse x = b, on 

aura ¥{x)dx. Si les axes étaient obliques et faisaient 

entre eux un angle 0, on aurait 


M = sin 8 y F (x) dx. 


\ 
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Lorsque l’aire u qu’il s’agit d’évaluer est comprise entre 
deux ordonnées CA, DB, fig. (4), et les deux courbes CD, HG, 
ayant respectivement pour équations y = F(a:), y, =A^)* 
on a pour l’expression de sa düTérentielle du=(y — y,)dx; 
et, par suite, 

r" 

«= j — 

112. Si la courbe proposée était rapportée à des coordonnées 
polaires et représentée par conséquent par l’équation r = if (6) , 
alors l’aire « serait l’espace compris entre la courbe et deux 
rayons vecteurs formant avec l’axe fixe, l’un l’angle 6, et 
l’autre celui 6; et comme la différentielle de cette aire est 

dans ce cas du = - r'dB, on aurait 

3 

«=- r r’dO. 

3 Je, 

Enfin, si l’aire qu’il s’agit de calculer était comprise entre 
deux rayons vecteurs et les deux courbes r = ® (9) , r, = (6) , on 

aurait, pour l’expression delà différentielle, du= ^ (r* — rj)d6; 

et, par suite. 



EXEMPLES DE QUADRATURES DE COURBES RAPPORTÉES A DES 
COORDONNEES RECTILIGNES ET POLAIRES. 


113. Considérons d’abord la parabole d’ordre quelconque 
représentée par l’équation 

’y" = par". 
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m et n étant positifs; et soit OMP = « fig. (5), cette aire 
étant prise à partir de l’origine. 

On a 

1 

ÿ = p"x"; 

d’où 

I m 

du = ydx = dx, 

et, par conséquent, entre les limites o etOP = jj, 

r* ni "t* 

M= I udx— I p’‘x"dx= — ; fi’’X " , 

En mettant cette expression sous la forme 


U = 


m -j-n 


/>" X" X, 


et remplaçant p"x" par sa valeur y, on trouve 


U = 


n 

m -|- n 


xy. 


D’où l’on voit que la courbe divise le rectangle NOMP = xg 
dans le rapport constant de n .m. 

Lorsque n = m, la courbe considérée devient une ligne 

droite puisque alors y = p"x ; le segment OMP se change en 
un triangle rectangle, et l’on a 


U — ~ X.ÿ 

a 

Quand n = 2 , et m = 1 , on a y’ = px : c’est le cas de la 
parabole ordinaire ; ainsi 

«=^xy. 

114. Il est facile de démontroi' que les courbes représentées 

TUHE II. 13 
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par l’équation y» = px" sont les seules qui jouissent de la 
propriété énoncée. En effet, on a 


d’où 


M : (xy — a) = n : m; 

(m -\-n)u = nxy, 

et, en différentiant, 

(m -j-n}clu — nxdy -|- nydx. 

On a d’ailleurs du = ydx, ce qui donne, en réduisant, 

mydx = nxdy, 
ou 

dx dy 
m — = n — . 

y 

Intégrant, on a donc 

n/y = mlx -f C ou /y" = /x" -j- 
et, en faisant G =lp , 

/y" = //ix"; 


c’est-à-dire 


y" = px". 


115. Considérons maintenant les courbes représentées par 
l’équation 

x"y" = p; 

Ce sont les hyperboles d’ordre quelconque rapportées à 
leurs asymptotes. Soient h > m et BAPM = u, fig. (6), cette 
aire étant prise depuis l’abscisse OA = a jusqu’ .A l’abscisse 
OP = X. On a 


d’où] 


y — p"x 

i 

du = ydx = p'x "dXp 
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n -f îr:? *jr*\ 

= ;>"(x " — a ^ ) 

n-m^ V J 

Ainsi, l’on voit que lorsque x devient infini, u le devient 
également; et que lorsque a = o, cette aire se réduit à 


1 ÎT"^ 

■ P* X " . 


n — m 

Cette expression peut être mise sous la forme 


n — m 


P" X 


et comme en remplaçant p"x~" par sa valeur y, on a 

U = - ^ xy, il s ensmt que 1 aire « est ici dans le rapport 

constant de n à n — m avec le rectangle OPMN = xy. 

116. On peut encore démontrer que les courbes renfermées 
dans l’équation x"y" = p sont les seules pour lesquelles cette 
propriété ait lieu. En effet, on a 


d’où 


M ; xy = a : (n — m); 
u(n — m) = nxy, 


et, en difféjentiant, 

(n — m) du = tixdy -j- ny dx. 

Ayant égard à l’équation du= ydx, il vient, eu réduisant. 


dx dy 
X ~ y 
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4 80 

Intégrant, on a donc 

nly = C — mlx, 

et, en faisant C = Ip, 



ou 

Lorsque m = n, on a xij = p, et l’hyperbole est équilatère, 
puisque alors l’angle des coordonnées est droit. On a dans 
ce cas 

P ,, , , fix 

y=-, d ou udx = p — , 

X X 

et, par conséquent, 

M = plx + C = p/ ^ . 

Si P = 1 , a = i , on a simplement 
U = Ix. 

C’est cette propriété qui a fait donner aux logarithmes né- 
périens le nom de lofjurilhmes Injprrboliquei-. 

117 . Soit ensuite l’ellipse dont l’équation e.st 

a’ y’ -j- b'x^ — o’ 6’ ou 1/ = - \ u’ — X* . 

Considérons l’aire AMP fiij. (7) prise depuis l’absci.sseOA =o 
jusqu’à l’abscisse 0 P = ar; et soit AMP = 11. On aura 

En intégrant par parties, on a d’ailleurs 

J J \ 
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et comme 


J \a'—x' J V"’— ^ ' ./ \a>— x’ 


j \a*—x- 


lire sin - 4- G, 

U 


il en résulte 


j v«*— x’ d.f — ^ ^-^iircsin^— j s‘a'— x' dx-\-C. 

Par conséquent 


I —, ; , V « — -c , ni, . X 

u=- t V — .r’ (/x= ai'csin — , 

n J d :>.n a a 


/. I • . fiXyll — X , , , XII 

Gomme le premier terme — î est éiral a — nui 

aa 2 ‘ 

représente l’aire du ti i.angle O.MP dont les côtés sont x et ;/, 

on voit que l’aire du secteur OlîM sera représentée par le 

, (iIj . X 

second terme — arc sin — 


2 a 


Si l’on fait x = a, on aura-—- pour la valeur du quart de 

4 


l’ellipse; et par conséciuent l’aire entière sera e.xpriméc par 

T.UÙ. 


118. L’équation de l’iiyperbole rapportée à ses axes est 


o’y * — = — n’é* OU y= - yx’ — a’; 

( t, en con.sidéiant l’aire AMP, fnj. (8), prise depuis l'ab.scisse 
OA=u jusqu’à crlle ÜP = x, on aura, en désignant par » 
celle aire, 


U 




v'x* — a' dx 


Digitized by Google 



182 LIVRE II. — CHAPITRE I. 

En intégrant par parties, on trouve 



et, par conséquent, 


O J, aa a \ a / 

Comme le premier terme b x\/x^-^a^ expression 

sa ^ 

xti 

est égal à — qui représente l’aire du triangle OMP, il s’ensuit 
que l’aire du secteur OAM sera réprésentée par le second 
terme ^ 

,110. Considérons encore la cycloïde rapportée à son sommet 
A, fifj. : 9,; et soit AP = a;, AIP = y. L’équation différentielle 
de cette courbe sera 
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et en considérant l’aire AMP, on aura 

aireAMP= f ydx= f dy\Jnay — y*. 

Cela posé, menons MQ parallèle à AH, et considérons le 
secteur QAI formé dans le cercle générateur BIA. En remar- 
quant que Q1 = — y% on aura 

aire QAI = / dy \Jaay — y'. 

J a 

Ainsi 

aire AMP = aire QAI. 

11 suit de là cpie 

aire BIA = aire AOIl = - na*. 

a 

et comme aire BAIID = sua’, il en résulte 

3 . 

aire BAD= - 
1 

Par conséquent 

aire CADB = 3ira’ 

Ainsi, l’aire de la cycloïde est égale au triple de celle du 
cercle générateur. 

120. Soit maintenant la spirale logaritlimique dont l’écpia- 
tion en coordonnées polaires est 

frù 

7 z=z ae . 


On aura, pour l’c.xpression de l’aire comprise entre les deux 
rayons vecteurs correspondants aux angles 0, et 0, 


a> ^9 2m6 / 

u= — e de = — (< 
a Je, 4"» V 


S>nO 
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et, par suite, 


r et r, désignant les rayons vecteurs correspondants aux angles 
6 et 0,. 

Lorsque le point G (ig. (loj se meut sur la courbe en s’ap- 
prochant du pôle O, le rayon vecteur r, ou OC décroît jusqu’à 

r* 

zéro, et l’aire du secteur a pour limite -, — 

4 '» 

121. Considérons enfin la courbe dont l’équation est 

(i) x’-f-y* — ary=o 

qui est connue sous le nom de foUiim de Descaries; et cher- 
chons l’aire de cette courbe qui se trouve renfermée dans la 
portion fermée OCM, fig. (ii). 

En employant les coordonnées polaires, c’est-à-dire en 
remplaçant dans l'équation (i), x par r cosO et y par rsin 0, 
ou aura 


LIVRE II. — CHAPITRE 1. 



OU 


r* (cos’ 6 sin* 6) — ar sin 6 cos 9 = o 
r (cos* -|- sin’ 6) — a sin 6 cos 6 = o, 


et, par conséquent, 

a sin 9 cos 9 
sin’9 -|- cos’O 

On aura, d’ailleurs, en désignant par « la portion d’aire ONG, 


ou 


I /’9 . I /'S o’ sin’ 9 cos’ 0 

- 1 r’cl9 = - / 

a Jç 2 J a (cüs’9 -b siii’9j’ 


fl’ /’9 tanf;’9rf (tang 9) 
a J, (i-f-laug’O)’ ’ 
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et, si l’on pose 

I -f tang*6 = <; d'où dt = 5 tang’Od (tang 0), 
on trouvera 

J (i+tang>e)* ~ 3(i+t;mg’0)*^ ’ 

eu sorte que 

U = f- C. 

b 1 -f- taiig’O 

Mais l’aire devant être nulle pour 0 = o, il en résulte G = ^ ; 
par conséquent 

«’ lana’O «’ i 

ü i-f-tang'‘0 G i + cüt’e 


Maintenant si l’on fait dans cette valeur de m, Q = - , on 

2 


aura l’aire contenue dans la portion fermée OMC. On aura 
donc 



122. On trouverait de même que l'aire contenue dans la 
portion fermée de la courbe dont l’équation est 


ou 


a pour expression 


x‘ 4-y* — a’xy=o, 

J h’ siii 0 cos 0 
sin‘ 0 -f Cü.s‘ 0’ 
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RECTIFICATION DES COURBES. 


FORMULES GÉNÉRALES. 


123. Nous avons trouvé que la différentielle de l’arc s d’une 
courbe rapportée à des coordonnées rectangulaires était ex- 
primée par \ dx- -f- (/y*, dans le ras où cette courbe était 
plane, et par \/dx’ -|- dy'-\- dz' , dans celui où la courbe était 
à double courbure. Nous aurons donc pour l’expression de la 
longueur de l’arc compris entre les points de la courbe cor- 
respondants aux abscisses, et x, dans l’un et dans l’autre 
de ces cas 

s= I -f- dy', 

c'xo 

• aco 

12A, Si la courbe était rapportée k des coordonnées po- 
laires, y/dr* -f- rV/O’ ou \/'dr' -|- rV/O’ sin ‘Ôdi’ exprimerait sa 
différentielle; et l’on aurait pour l’expression de la longueur 
de l’arc de la courbe compris entre les points correspon- 
dants aux valeurs 0^ et 0. 

/•O 

*= / v'dr>-f 

deo 

i — / ^dr'-\- r*dô’-|- r’ sin’ Od'j/*- 

‘'do 
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APPUCATIONS. 


125. Nous allons appliquer les formules qui précèdent à 
la rectification de quelques courbes. 

Soit d’abord la parabole dont l’équation est 

on en déduit 

ydy=pdx, d’où dx=^^, 

P 

et, par suite, 

ds = \ (/j:* -f- di/ = y/ ^^—pr + ~ 

En prenant l’arc à partir du sommet, on a donc 


Mais 



-p fdy + /(y + vy’+/>‘) + C, 

et 

C = —^tp. 

2 

Donc 

i = yV»'+p' _L ç / f t±Jÿï±pl\ 

ip a \ ^ /• 


126. L’équation de l’ellipse est 


ay + i’x* = ûV 

et donne 

dy ô’x 

dx a*y' 
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On a donc 


V '«*//’ V fl («* — x’) 

ou, en posant pour abréger y a* — b' = ae. 

L’abscisse x étant toujours uioindre que a, on peut poser 
X = fl sin <p, 

d’où 


dx = fl cos tpd'f et ds = fl(/o.\i — c’sin’o. 

Pour l’expression do la longueur de l’arc compté à partir 
du sommet du petit axe, on aura donc 

s — a I rbj, ^ I — e^sin'ç- 
0 

1 

Pour obtonirceUe iulégrale, u ous développerons ( i — c’sin’a)’ 
en série à l’aide de la formule du binôme, ce qui nous don- 
nera 


(i — e’sin’&j’= 1 — ■ (■- sin’'- e‘ sin‘ o — ... 

L! ' -A 4 

11 .”», I 1 ô 5 , . , 

; e e' Slll & — ... 

a 4 ô ' a 4 b O ' 
et nous aurons ensuiie 


.« = O 1 


r '•/’/ . ’ ' 1 . 1 

‘ c e~ I dz> sure e' | rr- sin e j 

r ■ ‘ ‘ • ■ i. 

i. a .[(>.' • • 2 4 b iS ' _J 

, * ■» 

Il nous restera cn-.oïc à déternvncr d-j'^iirç. I d^sin'ç 
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etc. ; or, c’est ce que l’on fera à l’aide de la formule du n" ( 35 ), 


savoir : 


/’ . . oos a r . 

J sin" çf/y — — ^ sin”*"' ç -(- 


m — I 
m — a 


sin"'’© 


m— i)(?/i — 3 ) . „ , , , (w — i)hn — 3 ')... 5 . 3 .i . 

' 5111 ’"*“» + ,.. ' ' ' - 


+ 


(;/i — a)(ffi — 4) 

(m — i)(i?i — . 3 ). ..5.3.1 m 


(ni— 3j («i— 4)...4.a 


sm O 


(ni — a) (ni — o 

Si l'on veut avoir la longueur du quart du périmètre de 
l’ellipse, il faudra prendre 'f = 7-, ce qui donnera 

.1 = AM = n j ‘ 1 — e’ siir od's ' 

• O 

c’ / ■ f/a sin* O — - - c* / ■ f/o sin‘o 

a a a4 • 

L ‘ ' ^ fi (’î J • « ‘ ^ H /’* J ■ « 

7-.^ / i/ti '111*0 --.~e / f/osin"o — ... 

2-iO U 4 OS • -J 

Pour calculer les intégrales contenues dans le second 
uiembre, on aura d’ailleurs 


/ ■ siii’" O do = - 

« ' A 


. 3 . 5 . ..'ni — 3 )fni — 1) 


d’où 


a. 4.0... ni 


a a 
1 3 it 


/ ■ siu’odo 1 

J <t 

I ^ sin‘odo = ■ 

Jo '->4 2' 

ir 

/'* • s J I 5 5 - 
I sin*oao = — - - , 
J ' ‘ a 4 d a 


, ’ï . , , I 3 5 7 7 t 

/ sur ooo = . 

r, ■ ■ a 4 t j S a 
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Donc 


Ci ! T" Il.l3* 

t=a I v'i — e’sin’çrf9=a e T* “T~ 

J, l_a a a a a4 a4* 

ii3 ji357t ii35 ,i357it "j 

a46 a 4 ti 3 a4^8 3468 a J’ 

OU si l’on veut 

ai. \a / 3 \2 4 / 5 \2 4 G / 

7 \a 4 6 8 y J 

127. La rectification de l’hyperbole offre un calcul sem- 
blable. On a 

a*ÿ* — 6*x* = — a*6’, 

ce qui donne 

(/y _ b'x 
ds ~ a'y’ 

et, par conséquent, 

V ^ y V û*(x — a ) 

OU en posant, pour abréger, \ a*+ 6* = ae. 




L’abscisse x étant toujours plus grande que a, on peut 
poser 




cos = 


® désignant un angle qui varie de o à -. Il en résulte 


dx — 


a sin 
cos’ ç ' 
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et, par conséquent, 

dc) j cos’<p 

ds = ae — — \/ 1 — . 

COS’ip V « 

Pour l’arc compté à partir du sommet, on a donc 

J '’? df . / cos* i? 

ae — \/ 1 

„ cos’ip V e’ 

( COS* o\ * 

I série, on 


aura 


( COS* <P\ * I COS* O ! I 

‘ ë*~) a4 

i.i.3...(2m — 3)cos*"*<p 


I COS*<p ! I COS*ip 

I ~ r J ~ 

e 


et, par suite. 


a. 4-6 ... aw e" 


/’? dtf 

s = ae — j- 

COS*<p 

Donc 

I rt « / 

s=oetang9 <P | 

2F fJo 


1 cos’ ip 1 ■ COS* P 

2 6* a 4 F* 

i.i.3...(2m — 3) cos”"<p 


a. 4 -(> ..• am 

P I 1 cos* <î> 1 1 3 cos*<p 

2 4 F* 3468 * 

I 1 3...(2»i— 3) cos’*!? 

^ a4t>... 2»« 




df. 


H nous restera encore à intégrer des expressions de la 
forme cos^ipt/cp; or, c’est ce que l'on fera aisément à l’aide 
de la formule du n° (3.î). 

128. Soit maintenant la cycloïde dont l’équation est 
dx V '>« — y 
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et, par suite, 
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dx = dy \/— — -, 

V y 


ds 


= dy \! «H = 


2 n — tj — du 

^ = a va® — 

y 2\jy 


Pour l’arc AM, compté à partir du sommet, on aura donc 

: r~. 

J O a\ .'/ 


d,/ 

s = 2 V 2 CI ' — ’ 


et, par conséquent. 


s = 2 ^ lUlJ 


Si l’on fait y = ua, on aura s = 4<*; c’est la longueur de 
la tlemi-cycloïde. 

129. Soit enfin la spirale logarithmique représentée par 
l’équation 


On a 
par suite 
Ainsi 

ou 


r = ae” 


dr=ame’^^d^} 


ds — rV/Û’ =: a y'i -f- //i’p’”9d0 ; 

-C 


s~ ne 




,V^ 


• c. 


Si l’arc doit commencer au pôle, on aura 


s=r- 


V I H- w’ 


car alors C = o. 
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CUBATURE DES SOLIDES. 


SOUDES DE RÉVOLUTION. — FORMULES GÉNÉRALES. 


130. Soit V le volume du solide engendré par la révolution 
de l’aire plane AMBP, fig. (la) tournant autour d’un axe Ox 
situé dans son plan. Si l’on attribue à a; ou OP un accroisse- 
ment Aæ représenté sur la figure par PP', V prendra l’ac- 
croissement AV égal au volume engendré par la révolution 
de l’aire MM'PP* autour de Ox; et comme on peut toujours 
prendre Ax assez petit pour que de P en P',ÿ soit constam- 
ment croissant ou contamment décroissant, on aura, en le 
supposant croissant, 

AV > Tty’Ax, AV < iî(y-}- Aÿ)’Ax 
ou 

AV AV 


et, par conséquent, à la limite 


ou 




dV = Tzy*dx 


Pour l’expression du volume compris entre les deux plans 


TOME II. 


13 
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i9i 

menés perpendiculairement à l’axe des x et aux distances r,, 
Xy de l’origine, on aura donc 



131. Si l’on demandait le volume du solide engendré par 
la révolution de l'aire ACDM autour de 1 axe Ox, ^gr. (i3), 
on l’obtiendrait en remarquant que ce volume est égal à|la 
différence de ceux décrits par la révolution des aires ABP.M, 

CBPD, lesquelsontrespectivementpoure.xpressionsn / y’dx, 

J a?o 

n f^y^'dx, et X désignant les valeurs de l’abscisse corres- 

pondantes aux plans perpendiculaires entre lesquels se trouve 
compris le volume, et y, y,, les ordonnées MP, AB. On trou- 
verait ainsi 

V = w / y'dx — it r y,*dx 

Jx, Jx. 

ou 

(a) (y* — y,*)dz. 

Xq 

APPLICATIONS. 

132. Cherchons, en premier lieu, le volume du solide en- 
gendré par la révolution de l’ellipse tournant autour de son 
grand axe, volume qui est celui de l’ellipsoïde. Soit 

A* 

y» = (aux— X>) 

l’équation de l’ellipse rapportée à son sommet. On aura 
pour l’expression du volume compris entre le sommet 0, 
fig. (i4)» et le plan correspondant à l’abscisse OP = x, 
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Kn faisant x — aa, on aura donc, pour le volume entier 
de l’ellipsoïde. 



ou 

V=Û„6«a. 

Si l’on suppose 6 = a, on trouve V = : c’est le vo- 

O 

lume de la sphère de rayon a. 

Soit, en second lieu, 

y' = ipx 

l’équation de la courbe génératrice qui est celle de la para- 
bole. En considérant le volume du solide compris entre le 
sommet O et le plan correspondant à l’abscisse OP = x, on 
aura 

V = irp / ajcrfx= npz* = - 
*/ 0 3 

Considérons enfin la cycloïde dont l’équation est 
dx = dy 

et cherchons le volume du solide engendré par la révolution 
du segment AMQ, fig, (9), tournant autour de l’axe des x. Ce 
volume sera égal i la différence de ceux engendrés par le 
rectangle AQMP et le segment AMP, en sorte que tout se ré- 
duira à déterminer le volume du solide engendré par la ré- 
volution de ce dernier segment. 

Or, en posant dans l’équation (i) a; = y, on aura 

/’* 

\ = Tz ydy ^aay — y* 

OU 

\ =zr.a / dysjiay—i/—K j (a— y)//y ^aay— y’ 

J 9 J 9 


' — y du 
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Od a d’ailleurs n° ( 119 ) 

f dy sjiay—y' = aire AQI, 

</ O 

et, en posant dans la seconde intégrale aay — d’où 
i{a — y)dy = dz, 

y*(a— y)dy ^aay— y’ = J J'x* dz. 




On aura donc 


V = «a aire AQI — - it (a ay — y*)* . 
3 


VOLUME DES CORPS TERMINÉS PAR DES SURFACES QUELCONQUES. 
FORMULES GÉNÉRALES. 


133. Soit z=F(j:, y) l’équation en coordonnées rectan- 
gulaires de la surface par laquelle le corps est terminé; et 
cherchons le volume du solide compris entre cette surface, 
le plan des xy et le cylindre projetant parallèle à l’axe des 2 , 
dont BMCN, fig, (i5), est la trace sur le plan horizontal. On 
l’obtiendra en remarquant que ce volume est la limite d’une 
somme d’éléments tels que celui qui se trouve compris entre 
deux plans parallèles infiniment voisins dont NM, N'M' sont 
les traces sur le plan des xy, élément qui est lui-même la 
limite d’une somme de parallélipipèdes rectangles infiniment 
petits tels que celui qui se projette en uvts. D’après ce qui 
a été dit au n“ (i4), t. I, on aura donc pour l’expression V du 
volume considéré 

V = lim 22 

ou, d’après la notation du calcul intégral, et en désignant 
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par x^, JC,, les limites extrêmes OA, OD, et par y,, y,, celles 
PN, PM, 

V= r f'zdxdy^ r r'zdy. 

''In J Vn <J In •'Vn 

Si l’on demandait le volume du solide compris entre le 
cylindre dont BMGN est la trace sur le plan horizontal et les 
deux surfaces ayant re.spectivement pour équations z =F (x,y) , 
= f{x,y), on aurait pour ce volume 


V= / dx (z — z^)dy, 

J In ''Un 

en remarquant que f ' dx T*' zdy et f ‘ dx f ' z^dy sont 
J xn J Un d xn J yn 

les expressions des volumes compris entre le cylindre pro- 
jetant et les deux surfaces proposées, volumes dont la diffé- 
rence est égale à celui demandé. 


13A. On peut remarquer que ce procédé revient à calculer 
l’aire de la section faite dans le corps par un plan quelconque 
perpendiculaire à l’axe des x, et à intégrer ensuite l’ex- 
pression de cette aire multipliée par dx, entre les limites x, et 
X, du corps. En effet, lorsqu’on calcule l’aire de la section 
faite dans le corps par un plan, on détermine ainsi la valeur 
de l’intégrale 



et en multipliant cette intégrale par le facteur constant dx, 
on forme l’expression 

dx / (2 — i,)dy 

‘'Vn 

qui est égale à dV, et qui représente, par conséquent, le volume 
de la tranche comprise entre le plan mené perpendiculai- 
rement à l’axe des x et celui infiniment voisin mené à la 
distance dx de celui-ci. En intégrant cette expression entre 
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les limite.s x, et x, du corps, il vient donc pour l’expression 
générale de son volume V 

V= r 'dx f'" (z — s,)dy. 

*/ TO -'VO 

Si les axes des coordonnées au lieu d’être rectangulaires 
étaient obliques, on aurait, en désignant par "k l’angle que 
fait l’axe des z avec celui des y, et par p. l’angle que fait l’axe 
des X avec le plan des xy, 

i'Vl 

dV = sin|idx / (z — zJdi/sinX, 

et, par suite, 

dx I (z — z,)dy. 

*0 


APPLICATION A l’eLLIPSOJDE. 


135. Soit un ellipsoïde rapporté à ses diamètres rectan- 
gulaires 20, 26, 2C, dont l’équation est 


- + -^ + - 
^ 6* ^ c> 


1 . 


La section faite dans le corps par un plan parallèle au 
plan yOz est une ellipse ayant pour équation 



On a pour les demi-axes de cette ellipse 


b 
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et, par suite, pour l’aire de la section ou pour la valeur de 

l’intégrale f’''{z — z,)dy, 

J »0 



ou 


tôc 

a} 




Pour le volume compris entre le plan de cette section et 
celui yOz, on a donc 


^ f dx(a' — a’) ou 



Si dans cette expression on fait a? = a, on aura le volume 
de la moitié de l’ellipsoïde, savoir : 



Par suite, le volume entier sera exprimé par ^na6c. 

O 

Lorsque l’ellipsoïde est rapporté à des diamètres conjugués 
2 o', 2 b', 2 c', on trouve pour le volume entier 


^ ■Kü'b'c' sinjAsinX: 


et comparant cette expression avec celle on en déduit 


a'ô'c' s-in |isinX = flic; 

d'où l’on voit que tous les parallélipipèdes construits sur les 
diamètres conjugués d’un ellipsoïde sont équivalents aux 
parallélipipèdes rectangles construits sur 1er. axes. 
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VOLUMES DES CORPS EN COORDONNÉES POLAIRES. 

136. Nous supposerons maintenant que la surface du so- 
lide soit rapportée à des coordonnées polaires, et nous nous 
proposerons d’exprimer son volume en fonction de ces coor- 
données. Soient r le rayon vecteur mené de l’origine au 
point M de la surface, 0 l’angle que forme ce rayon vecteur 
avec l’axe des z, et ^ l’angle formé par sa projection sur le 
plan des xy avec l’axe des x. Considérons les trois équations 
r = c, 0 = c', i!/ = c". Elles représentent un système triple 
de surfaces qui se coupent deux à deux sous des angles droits. 
Les surfaces du premier système sont des sphères ayant pour 
centre l’origine des coordonnées; celles du second système 
sont des cônes droits ayant pour axe celui desz; et enfin 
celles du troisième système sont des plans passant par l’axe 
des Z. 11 en résulte que si l’on prend dans chaque système 
deux surfaces infiniment voisines, on aura en tout six sur- 
faces qui détermineront un parallélipipède rectangle infi- 
niment petit ayant ses trois dimensions respectivement égales 
à dr, rdQ, rsin8dj/; et l’on aura, en conséquence, pour l’ex- 
pression de son volume 

r’ sinOdrdSd'}'. 

Maintenant concevons un cône ayant pour sommet l’origine 
des coordonnées; pour base l’élément superficiel de la sphère 
déterminé par l’intersection des surfaces infiniment voisines 
appartenant au système des deux équations 9 = c', = c"; 

et cherchons le volume du corps qui se trouve renfermé dans 
ce cône, volume qui est la différentielle de celui cherché. On 
l’obtiendra en intégrant l’expression r* sin 8 drd8d} par rapport 
à r entre les deux valeurs et r relatives aux surfaces qui 
terminent le corps. On aura ainsi 

^ (r’ — r„’)sinedOd'l( 
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Pour l’expression générale du volume, on aura donc, en 
désignant par et 9, les limites dé 6, et par et celles 
det^/. 

Si le pôle se trouvait placé dans l’intérieur du corps, alors 
0 et - seraient les limites de 9; o et 2 -:z celles de ; et l’on 
aurait 

I /’r /’»Ti 

V = - / I r*sin OdOe/iJi. 

Oc' O i/o 


\ 
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QUADRATURE DES SURFACES COURBES. 


QUADRATURE DES SURFACES COURRES QUELCONQUES. 


137. On appelle aire d’une surface courbe, la limite vers 
laquelle tend l’aire d’un polyèdre inscrit ou circonscrit à cette 
surface, et dont les faces planes tendent toutes à devenir 
tangentes à la surface considérée. 

Démontrons d’abord l’e.xistence de cette limite. 

Supposons que la surface proposée soit divisée par des 
plans perpendiculaires les uns à l’axe des x, les autres à 
celui des y, ces plans étant menés à des distances Ax et Ay 
les uns des autres; et considérons un des prismes indéfinis 
déterminé par l’intersection de ces plans. Ce prisme inter- 
ceptera sur la surface proposée un quadrilatère courbe dont 
la projection sur le plan x\i sera le rectangle AxAy; sur 
celle du polyèdre une surface que l’on pourra regarder 
comme composée de parties pl.anes a, u', o", etc , lesquelles, 
par définition, tendront à devenir tangentes à la surface, 
et par conséquent à se confondre avec le plan tangent au 
point M de cette surface; et en désignant par 0, 6', 0", etc., 
les angles formés par ces parties planes avec le plan des ary, 
et par X l’angle que forme le plan tangent avec le môme plan 
xÿ, on aura 

rais 6 = cqs X ( i -|- a), 
cos 0’ = cos X ( I -|- o'), 
cos 6' = cosX(i 4- ®"), 
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a. 9 , étant des quantités qui s’annulent avec \x et Ai/. 
Ou aura, par suite, pour la projection de ces éléments plans 
a, a', a"..., sur le plan xy, 

a i:os X f I -j- a), 
fl' cos X (i -j- o'), 

fl''cosX(i -f- “")• 


Mais le rectangle AxAt/ est égal à la somme de toutes ces 
projections. Ainsi 

ArAÿ = acosX(i -j- ») -j. cos X ( i +o') +a"cosX (i -fa") -f..., 
ou 

— ^ = a -f a -f o'-f...-f (oa-f aV-f o"o"-f...), 
et, en posant a -f a' -f o" -f ...=«r, 

— -20- -f (aa -f a’a. -f o 'a" -f ...) 

Pour toute l’étendue de la surface, on aura donc 

^ ^ '^ + I] + ) 


et à la limite, en remarquant que celle de^ (a* -f aV-f ...) 
est nulle, 


tim 


V -zs- = lim ^ 


A.rAy 
cüs X 



* dxdy 

CüsX ' 


Ainsi, la surface du polyèdre ou^'iD-a une limite qui est 

y y désigne par S l’aire de la 

surface courbe, on aura ' 

J J COS A 
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OU parce que 

, ‘ ' * 
cos A = — = — ■ 

(s) ’+($)’• 

Entre les limites x = x^, x = i,, et t/„ = F(x), y, = f{x), 
relatives aux plans et aux cylindres qui terminent la surface, 
on aura donc enfin 


-r'-/:'V'+(S'+(î)' 


APPLICATION A LA SPHÈRE. 


138. Proposons-nous, comme application, de déterminer 
l’aire de la surface de la sphère dont l’équation est 

x’ + y* + =* = r*. 

En diiférentiant cette équation, on a 

xdx -f- ydy + zdz = o. 


d’où 


ds = — -dx — - dy 

Z Z * 


et, par conséquent, 


Ûî 

dx 


On a donc 


X dz 
= ’ dy 


\/' + (ê) + (j;)’= V^' + 7-+ ? 
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et en remettant pour z sa valeur y^r’ — x' — ÿ* tirée de 
l’équation de la sphère. 


V^'+d) +d) - ^.-ÿ 

Cela posé, la limite de la surface dans le sens des y est 
représentée par 

x’ + y* = r* ou y=\jr* — x’; 

en sorte que 


ÿ,= — V'r* — X* y,= + Vr*— r*- 
On a d’ailleurs 

X, = — r, X, = + r. 

Donc 

J_r J-yTîTTî — y’ 


et, par conséquent, en effectuant les intégrations, 


S = aitr*. 


Cette expression est celle de la surface de la demi-sphère. 
Pour la surface totale on a donc 


QÜADRArURE DES SURFACES DE RÉVOLUTION. 


139. Soit AM un arc de courbe plane qui, tournant autour 
d’un axe fixe situé dans son plan, engendre la surface dont on 
veut avoir l’aire. D’après ce qu’on a vu n" ( 137 ), on pourra 
considérer cette aire comme la limite de la somme des surfaces 
de troncs de cônes engendrés par les côtés infiniment petits 
d’un polygone inscrit dans cet arc. 
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Or, si l’on représente par y ei y + dy les ordonnées corres- 
pondantes aux extrémités d’un quelconque de ces côtés ayant 
pour longueur ds, on aura pour la mesure de la surface du 
tronc de cône qu’il engendre , 


dS=r. (ay + dÿ) ds, 

ou, en négligeant l’infiuiment petit du second ordre iwlyds, 
dS = aiti/di. 

Pour l’expression de l’aire engendrée par la révolution d’un 
arc dont les extrémités correspondent aux abscisses et x,, 
on aura donc 

S = an / ' yds, 

■'x„ 

ou 

s = an r 'y dy’, 

J Xo 

ou bien encore 

S = a,£V»j,y/.+ (g)’. 

Ainsi, l’aire d’une surface de révolution s’obtient par une 
seule intégration. 


APPLICATION A l’ELUPSOÏDE DE REVOLUTION. 


140. Soit l’ellipse OAB, fig. (i6), dont l’équation est 
a’y’ -}- é’x’ = a’6’ ; 

Supposons que cette ellipse tourne autour d’un de ses 
axes OA, et cherchons l’aire de la surface engendrée par la 
révolution d’un arc BM de cette courbe, pris depuis le som- 
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mot D jusqu’au point concspondant à l’abscisse quelconque 
OP = X. On aura 



et, par suite, 



Supposons d’abord a > h, c’est-à-dire que l’ellipse tourne au- 
tour de son grand axe ; et posons 

V — 6* = ae- 


L’expression précédente de S deviendra 



Si l’on fait x =a, on aura pour l’aire de la moitié de la sur- 
face de l’ellipsoïde 

A. I 

-6’ -\ arc sin e. 

e 

Ixi surface entière sera donc égale au double de cette expres- 
sion ou à 

a-D* -| arc siu e. 


Digilized by Google 



208 


LIVRR II. — CHAPITRE IV. 


îirc sin r 

Si e = o, l’ellipsoïde devient une sphère; et comme — 

tend vers l’unité à mesure que e tend vers zéro, on trouve 
4 pour la surface de la sphère de rayon a. 

Supposons maintenant a<b, c’est-à-dire que l’ellipse 
tourne autour de son petit axe ; et posons 


On aura d’abord 


— a’ = be. 


et, ensuite, 



ôy^a*-|-(6’ — a’)x’ 
a*y 



En faisant x = a, on trouve pour l’aire de la moitié de la sur- 
face de l’ellipsoïde. 

L’aire de la surface entière sera donc égale au double de cette 
expression. 

En supposant e = o, on retrouve encore la surface de la 
sphère. 
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AIB£ DES SURFACES COURBES EN COORDO.NNÉES POLAIRES. 


141. Nous allons chercher maintenant l’aire d’une surface 
courbe rapportée à des coordonnées polaires. Soit M un poin 
quelconque de cette surface déterminé 'par les trois coor- 
données r, 9, <}/. Construisons la sphère qui a pour rayon r, 
pour centre l’origine des coordonnées, et considérons l’élé- 
ment superficiel, déterminé, sur cette sphère, par l’intersec- 
lioii des surfaces infiniment voisines appartenant au système 
des équations 9 = c', = c". Cet élément dw aura pour expres- 

sion r’sin9d9dj<, et sera la projection orthogonale, sur la 
sphère, de celui dS déterminé, sur la surface courbe proposée, 
par le système de surfaces dont nous parlons. En nommant X 
l’angle que forme le rayon vecteur mené de l’origine au 
point .\I de la surface avec la normale de cette surface, on 
aura donc 

r’sinOdOdi}/ 


Maintenant, si l’on rapporte la surface proposée aux deux côtés 
rrf9, rsin9d{- de l’élément dw qui, avec le rayon r, forment un 
système d’axes rectangulaires, on aura pour l’accrgissement 

de r con’espondant à l’extrémité du côté rd9, dr= ^d9; et 


pour celui correspondant à l’extrémité du côté rsin9d]/, 
d T 

dr= — d-1/. Pour les différentielles partielles de la surface 
d'{( 

Considérée r= f (9,|) , on aura donc, en désignant par p et g 
ces dérivées, lesquelles ne sont autres choses que les rapports 
des accroissements successifs de r aux rapports des accrois- 
sements de 9 et 


P = 


dd 

rdé 


I dr 

'r dë’ 


tome II. 


14 
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? 



r siii Oc/'} 


1 dr 
r sinO c/}‘ 


On aura ensuite pour le cosinus de l’angle X 
1 r sin 8 


cosX = 


+ + 


v/Q’+t’+Q’J 

et pour la différentielle dS de la surface 


sin’O 


Pour l’expression de l’aire courbe S en coordonnées polaires, 
on aura donc 


S=y (|)‘+lr' + (|)’],m'.rdOrf+ 


comme on l’a déjà trouvé n» (79). 
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INTÉGRATION DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. 


CHAPITRE PREMIER. 

ÊOUATIO.NS DIFFÉRENTIELLES D’ORDRE QUELCO.NQUE. 


EXISTENCE DE l’iNTÉGRALE D’uNE ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE 

d’ordre quelconque. 


142. On nomme équation différentielle de f ordre m une re- 
lation 


(0 


F fx V ^ ^ 


dx"/ 


O 


entre une variable x, la fonction y de cette variable et les 
dérivées des divers ordres de cette fonction par rapport à cette 
variable jusf[u’à la in’"' inclusivement. 

Toute équation différentielle de l’ordre m admet une inté- 
grale renfermant m constantes arbitraires; c’est-à-dire qu’il 
existe toujours une fonction de x, y et de m consUintes arbi- 
traires, telle qu’en la différentiant et éliminant ces m con- 
stantes, on retrouve l'équation différentielle proposée. 
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En effet, considérons l’équation différentielle d’ordre m ré- 
solue par rapport à la dérivée de cet ordre, et soit 

^ — P /'r- ,, ^ 

rfx'" \ ’ ’ dx’ dx* ' 

Cette équation déterminera -^^^n fonction de x, u, 4^» 4-4 ■ 
^ dx"‘ ^ dx dx' 

; et si on la différentie successivement, on obtiendra 
••• fonction des mêmes quantités, savoir : 


d"^'!/ _ P Z' ^ d’y 

rfx""'*'* ' dx’ dx’ dx" V ’ 

_ P ^ ^ d"-’y \ 

dx"^* * \ dx’ dx’’” dx"-*/ 


Maintenant, si l’on désigne par y la fonction de x satisfai- 
sant à l’équation différentielle (i), et qu’on développe cette 
fonction y au moyen du théorème de Taylor, en choisissant 
pour cela la forme générale qui lui a été assignée n" (70, t. I), 
on aura pour le développement de la fonction y suivant les 
puissances ascendantes de x — x„ 


_ . rdy\ . /d.v\ (x— x„l« , , / d"-*y \ (x-x.'r* 

^ ^“'*"(dxj, “ Vdx/, i.a ■" \dx"-‘/, 

■ /d’"vl\ (x— X,)" / d""'y \ (x— X,)"-' 

\dx"/, i.a...»H \dx"^'/, i.a...m-t-i ' 

Tous les coefficients différentiels de ce 

développement, pris à partir de celui (~^) , seront déter- 


minés, comme on l’a dit, en fonction de x,, y,, ••• 
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/d"’“'v\ 

\ dx’"'"y ™oyen de l’équation (i), répondant à x = x, , 


savoir : 


et l’on aura, en conséquence, 


+ 1 


/diA fd'iA 


( 3 ) 


O 

II 

O 

-xA * 

/d"-' ii\ 

./j +-+U-V.: 

(d- 'y\ - 

|(r— X,,)’" 

\dx”-'},_ 

1 

(à" 'y\ ■] 

(.r— xJ""' 



^d-'y\ -1 

(x— xj’"+* 


•(»<—«) 


\ + 


Ce développement représente l’intégrale générale de l’équa- 
tion différentielle proposée (i) ; et comme il se compose des m 

coeiriciems y„ dont rien ne 

détermine la valeur, en sorte qu’ils demeurent quelconques 
et y figurent, par conséquent, à l’état de constantes arbi- 
traires, on en conclut que C intégrale générale d’ une équation 
différentielle de l’ordre m, renferme m conslanles arbitraires 
sous la forme ordinaire 


( 4 ) 


fi'^t y> ^j> f J1 ••• ^m) — U) 


Et réciproquement, toute équation F(x, y , c,, c,, c,,. . . c„) = o 
qui satisfait à l'équation différentielle proposée et qui renferme 
m constantes arbitraires, au moyen desquelles il soit possible 


de donner des valeurs arbitraires y,. 



à la fonction y et à ses m — i premières dérivées, pour une 
valeur x, de x, est identique avec l'intégrale générale repré- 
sentée par le développement (ô). En effet, si l’on détermine 
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de cette manière les constantes arbitraires, on obtiendra pour 
y le développement (.’î), puisque l’équation (4) satisfaisant 
à l’équation dilTérentielle proposée (i), les valeurs descocfli- 
ci"*M 

cients pour la valeur x = ne dépendront 


plus que des valeurs arbitraires y„, 


<W;Vi/xV;- 


En donnant des valeurs particulières à une ou plusieui-s 
constantes renfermées dans l’intégrale générale (4), on ob- 
tiendra des intégrales particulières. 


I.NTÉGRALES DES DIVERS ORDRES. 


143. Soit 

(l) ÿ, Cp C,, Cj, ... C„,) = O 

l’intégrale générale d’une équation dilTérentielle d’ordre m. 
Si entre cette équation et celle qu’on en tire par la dilTéreu- 
tiation, on élimine une des m constantes arbitraires, c,, c,,... 
c«, qu’elle renferme, on obtiendra uneé(juation dilTérentielle 
du premier ordre renfermant m — i constantes arbitraires, 
et cette équation sera dite intégrale de l'ordre m — i. Le 
nombre d’intégrales d'ordre m — i que l’on pourra obtenir 
ainsi en éliminant succes.sivement chacune des m constantes, 
sera égal à m. 

En dilTérentiant deux fois de suite l’é(juation (i) et élimi- 
nant ensuite entre cette équation et celles qui en résultent par 
la différentiation, deux constantes arbitraires, on obtiendra 
une équation différentielle du second ordre renfermant m — a 
constantes arbitraires, et cette équation sera dite intégrale 
de l'ordre m — a. Le nombre d’intégrales que l’on pourra 

obtenir ainsi sera exprimé par — ^ 

On voit par là comment on parviendrait aux intégrales de 
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l’ordre m — 5, ni — 4» etc. En dilTérentiant l’équation (i) 
m — fois et éliminant successivement m — i constantes, on 
aura m équations différentielles de l’ordre m — i qui ren- 
fermeront chacune une constante arbitraire. Ces équations 
seront dites intégrales premières ou du premier ordre; et si 

entre cesm — i intégrales, on élimine les m — i dérivées 

dx 

dp'”’ dp^’ retombera sur l’équation primitive (i). 

De là résulte que pour obtenir l’intégrale générale de 
l’équation différentielle 


^ / dy d'y d^i/X 


il suflit d’avoir les m équations intégrales du premier ordre 
qui remplacent cette intégrale. 


CONDITIONS QUE DOIT REMPLIR UNE FONCTION POUR ÊTRE 

l’intégrale Générale d’une équation différentielle 
d’ordre ni. 


144. Pour qu’une fonction soit l’intégrale générale d’une 
équation différentielle d’ordre ni, il faut, comme on l’a dit, 
que cette fonction renferme ni constantes arbitraires-, mais 
encore faut-il que ces constantes ne puissent être réduites à 
un nombre moindre par des transformations. On s’assure, 
d’ailleurs, bien aisément, que ce nombre m de constantes ne 
peut être réduit, et, par conséquent, que la fonction constitue 
bien l’intégrale générale de l’équation différentielle proposée, 
en différentiant »i — i fois cette fonction et cherchant à dé- 
terminer les m constantes de telle sorte qu’il soit possible 
d’en tirer, pour une certaine valeur donnée de x, des valeurs 

tout à fait arbitraires j ,... ( , de y et 


de ses m — i premières dérivées — ,. 


dx' 


y 
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Par exemple, si l’on prend la fonction 
(i) 1 / = ce”‘ + c'e*'' 

renfermant deux constantes c et c', et qu’on la dilférentie, on 
aura 

du 

(a) ~ = uce“* + a'c'e“ 

et quelle que soit la valeur que l’on donne à x, les équations 
(i) et (a) donneront pour c et c' des valeurs finies et déter- 
minées, si o' est différent de a. D’où l’on conclut que, dans ce 
cas, l’équation (i) est bien l’intégrale générale d’une équation 
différentielle du second ordre. 

De même, si l’on avait 

(i) ÿ = c sin ax -}- c'cosnx, 

on en déduirait 

du , . 

(a) ^ =ac cos ax — ac sin ax, 

et ces deux équations donnant encore pour c et c' des valeurs 
finies et déterminées, on en conclurait que cette équation 
_(i) est l'intégrale générale d’une équation différentielle du 
second ordre. 

Mais si l’on a pour y une expression de la forme 
(i) y = c sin (x -f a) c'sin (x + a') -f- c" sin (x -j- a"), 
en la différentiant deux fois de suite, on aura 
du 

(a) ^ = c cos (x -f- o) c' cos (x a') -j- c" cos (x -f a"), 

d*u 

(3) = — csin(x-J-a) — c'sin(x-l-a') — c"sin(x-}-a"), 

et comparant les équations (i) et (3), on en déduira 
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La valeur de y étant déterminée, on ne pourra pas donner 
d*ï/ 

de valeurs arbitraires à Il en résulte que l’équation (i), 

quoique contenant trois constantes arbitraires, ne sera pas 
l’intégrale générale d’une équation différentielle du troisième 
ordre; et c’est d’ailleurs ce qui peut être rendu bien évident, 
en développant dans l’équation (i) les sinus que cette équa- 
tion renferme ; car on a 


y = (c cos a -f c' cos a’ -f- c" cos a") sin a; 

-|- (c sin a -1- c" sin a' -f c" sin a") cos x; 

et les constantes étant alors réduites à deux, qui sont les 
coefficients de sin a; et de cosx, on voit que l’équation (i) 
appartient réellement à une équation différentielle du second 
ordre. 
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INTÉGRATION DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 
DU PREMIER ORDRE. 


INTÉGRATION DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES DU PREMIER ORDRE 
PAR LA SÉPARATION DES VARIABLES. 

145, L’intégration des équations difTérentielles du premier 
ordre à deux variables représentées généralement par 

F = O, ou }i\dx ’Sdy = O, 

M et N étant des fonctions de j:et y, s’effectue immédiatement, 
et se ramène aux quadratures, lorsque les variables x et y 
peuvent être séparées, c’est-à-dire lorsqu’il est possible de 
mettre l’équation proposée sous la forme 

(i) <f{x)dx + f(y)dy=o, 

car alors, d’après ce qui a été dit antérieurement, on a 

y -b J f\\j]dy -f C, 

G désignant une constante. C’est donc à la forme (i) que l’on 
doit chercher à ramener toute équation différentielle du 
premier ordre. Or, c’est ce que l’on peut toujours faire dans 
trois cas distincts que nous allons examiner successivement. 
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146. Equations de la forme ip(.\)tly -f f(y)clx = o. — Le 
cas le plus simple est celui où l'équation donnée se présente 
sous la forme ff{x)dij f^y)dx = o, ou plus généralement 
sous celle 

<f{x) F{y]dx + f(y] ^x]dy = o, 

car alors, en divisant ses deux membres successivement par 
F(i/), on obtient 


équation dans laquelle est une fonction de x seulement, 

et une fonction de y seule ; ce qui ramène cette équation 
à la forme (i). 

Exemples. Soit l’équation diflérentielle très-simple 


(i) ydx — xdy=o. 

En divisant ses deux termes par xy, on a 


et, en intégrant. 


dx dy 

^ = e, 

a.- y 


Ix — ly = C, ou l --C, 

Si l’on regarde la constante arbitraire G comme un loga- 
rithme, ce qui est permis, on aura 

1-=IC, 

y 

et. par conséquent, en passant aux nombres 


- = C,, ou x=C^y. 
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Soit encore 


(a) \Ja — y' dx — \/b — x*rfy = o. 


En divisant successivement cette équation par y^a — as’ et 
par \b — y*, il vient 

dx dy 

= 0 . 

— X* \ja — y* 

Intégrant, on a 


X 

arc sin — 
S~b 


V 

arc sin =C, 

V'a 


OU, parce que C est arbitraire, 


arc sin — — sin 
Sjb 


=arc sin C,. 
V« 


Soit enfin l'équation 

(3) x*dy = [y-\-a)dx. 


En divisant par ce’ et y + a» on a 

dy dx 


/(y + «) = C-j, 

«V 

et, par conséquent, 

, c— - 
y + a = e *• 

1A7. Équations homogènes, — • La séparation des variables 
est encore possible, et l’intégration est ramenée par consé- 
quent aux quadratures, lorsque l’équation 


ndx+Ndy = o 
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est homogène, c’est-à-dire quand M et N sont des fonctions 
homogènes et du même ordre m de deux variables x et y. 

En effet, posons 

y = xz, 

Z étant une nouvelle variable. Les fonctions Met N devien- 
dront 

M = X'"i{i(z), N = X"<}/(3), 
et l’on aura en conséquence 


x''<f{z)dx x'"^{z)cly = O, 
ou 

f{z)dx -f <Hz]rfy = O, 

OU bien encore, en remplaçant dy par sa valeur xdz + zdx 
tirée de l’équation y = xz, 


<f{z]dx -f <^{z) [xdz + zdx) = o. 


On déduit de là 



^'z)dz 
?(-) + 


et dans cette équation les variables sont séparées 
On a donc 


et, par suite, 


J X J (fiî)-r 


^ ç_ i,[z'dz 

^ J + ='Kz) 


G. 


148. On peut quelquefois, par une simple transformation, 
ramener à la forme homogène une équation qui ne l’est pas. 
C’est ce qui a lieu, par exemple, pour l’équation non homo- 
gène 

(i) {a + mx-\-ny)dx + {b-\-px-\-qy)dy=o. 

En effet, si l’on pose 

x=x'-\-ix, y = y'-\-S, d’où dx — dx', dy=dt/ 
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on aura, en substituant ces valeurs dans la proposée, 

(a+ ma + n6-f mx' + ny']dx' + (6 + p» + +px'+ ÿy')dj/’= o; 

et, si pour déterminer a et 6, on fait maintenant 

a -[- ma -|- nS = o, 

* + + 9^ = O, 

on obtiendra 

bn — aq ap — bm 

ût — — — O 

mq — np mp — np 

et, par suite, 

[mx' + nyVx' + {px'+qy)d;/' = o, 

équation homogène par rapport à x' et à y'. 

149. Cette transformation est impossible quand tnq — np = o; 
car dans ce cas a et 6 deviennent infinies. Mais alors on a 

q = —, et la proposée devient 


m{a-\-tnx-\-ny)dx-\- [mè 4 " ”ÿ)p]dy = o, 

équation dont on sépare les variables en posant mx ny = z, 

„ , , dz — mdx . , 
d ou dy= ; ce qui donne 


m[a + z)dx {bm -f- pî) — — = o. 


et 


mdx = 


(6m + pz]dz 
bm — an -f- (p — h)s’ 


en sorte que le problème est encore ramené aux quadratures. 

150. On peut aussi rendre l’équation (i) homogène, en po- 
sant 


d’où 


a + mx -f nÿ = U, 6 -fpx-f 7 y = /; 
mdx-\- ndy—du, pdx qdyr= dt 
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et 


dx : 


qdu — ndt 


dy 


mdt — pdu 
mq — np ' 


mq — np 

car alors la proposée devient 

ndy-\- ldx = o 
OU 

{ml — nu) dt -f- {qu — pt) du = o 
équation homogène en t et ù. 

Exemples. — Soit d’abord 

(i) . xdx-\- ydy = mydx, 

équation que l’on peut mettre sous la forme : 
(x — my) dx -f ydy = o. 


En posant 
on trouve 

Mais 


Ix 


y~xz 
zdz 


zdz 


= f — =c. 

J 1 — mz-\- Z 
I tizdz — mdz , 1 


mdz 


1 — mz-\-z ai — ai — mz-\-z*‘ 


Donc 


Ix 


Soit encore 
l») 

En posant 
on obtient 


/(I i +C. 

xdy — ydx — dx 


y = xz, 

dx _ dz 
^ V 1 4- 
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et, en intégrant les deux membres, 

/x=/c(z4-v^i+z*) 

ou 


remplaçant ensuite z par sa valeur -, et faisant disparaître le 

cc 

radical, on trouve 


X* = aCy C». 

Celte intégration est la solution de cette question : trouver 
une courbe telle que le rayon vecteur OM, mené de l’origine 0 
à un point quelconque M de cette courbe, soit égal au segment 
OT compris entre l’origine et le point où la tangente rencontre 
l’axe des y. On trouve, d’après l’équation ( 2 ), que cette pro- 
priété appartient à toutes les paraboles qui ont pour axe Oy 
et pour foyer l’origine 0. 

Soit enfin 

( 3 ) Jydx=^~. 

En diilérentiant, on a 


, Zi/*xdv — u*dx 
ydx=- , 

et, intégrant, 

(U] (x* — 2y’)* = Cx’. 

On arrive à ce résultat lorsqu’on cherche quelle est la 
courbe dont l’aire est égale au cube de l’ordonnée qui la 
termine, divisé par l’abscisse correspondante. D’après l’équa- 
tion (4) , on voit que cette courbe est la parabole. 

151. Équations linéaires. — 11 est encore un cas très- 
étendu où la séparation des variables peut être effectuée ; 
c’est celui où l’équation est linéaire et du premier ordre. 
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On nomme ainsi toute équation dilTérentielle de la forme 

(i) rfy + Pyrfx=Qdx 

dans laquelle P et Q sont des fonctions quelconques de x. 
Pour intégrer cette équation, posons 

y=uz, 

U et Z étant des fonctions indéterminées de x ; on aura 
dy = udz -f- zdu , 

et substituant cette valeur dans la proposée, il viendra 
udi + “du + Ÿuzdx = Qdx 

Or, U et Z étant des fonctions indéterminées de x, on peut 
poser 

du + P«di = o, udzz=Qdx. 

La première de ces équations divisée par u donne 

— +Pdx = o; 

U 

d’où, en intégrant, 

Pdx=o, 

et en passant aux nombres 

U = 

Substituant cette valeur de u dans la seconde, on en déduit 
dz = e^^^Qdx, 

et, par suite, 

Z G. 

TOKE II. !.■> 
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(») 


LIVRE m. ^ CHAPITRE 11. 


y=.uz =e~-* J'e^^'‘’'Qdx 


i 52. On ramène aux équations linéaires du premier ordre 
celles comprises dans la suivante étudiée d’abord par Jacques 
Bernoulli et qui porte son nom : 

^+Py=Qy”> ou ÿ"”^+Pÿ'‘’"=Q- 

En effet, si l’on pose 


1 — m 


; d’où dz = yr^dy. 


on obtient, en substituant dans la proposée et réduisant, 

— m)Pz = (.) ou dz + (i — m)Pzdx=Qdx 
dx 

équations de môme forme que celles («). 

153. On peut, au reste, appliquer directement à l’équation 
proposée la transformation dont nous avons fait usage pour 
l’équation linéaire (i). 

En effet, posons 


On aura 


,, , du dz , du 
y = u=; dou + = _ 

dx , /du , „ \ ^ 


équation qui se partage dans les deux suivantes ; 

du ,, dz 

— P + « = o, — 
dx dx 

On tire de la première, comme au n” (i5i), 

tl 
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et de la seconde, eu égard à celle-ci, 


puis 


On a donc 


Î>-" = (i — n) Qe«->fp«-dx -f C j . 


y> -«= Q -j- G j . 

154. On peut encore obtenir l’intégrale générale d’une 
équation de la forme 


(O 


g + Pj,=Q,' + l, 


quand on en connaît une intégrale particulière. Car soit u 
une fonction de x qui satisfasse à l’équation (i) sans ren- 
fermer de constante arbitraire; et posons y = u -f- r. Gomme 
par hypothèse, on a 


— -l-Ptt = Qw»-f-R 

U JC 

l’équation proposée (i) se trouvera ramenée à celle 

+(P_2Qu)z = Qz‘, 

et sous cette forme elle sera intégrable, d’après ce qui a été 
dit au n* (i5a) 

Par exemple, 1 équation 

^ + Py = Qÿ’ + « + Pa:— Qx’ 

ax 

est satisfaite par y = x, et en posant y — x-\- z, cette équation 
se ramène à la suivante : 
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ÿ+(P+2Qx)2 = Q*’ 

dx 

que l’on sait intégrer n* (i5a). 

Applications. — Soit l’équation 

dx X 

En comparant cette équation avec celle (a) , 
P = l, Q = :f. /P,l*=/f = 

On a, par suite, 

g/Pix _ gi*— X, = e"** = — - 

J el*’‘'*Qrfx = J'x^dx = ^ +C. 

v=-;(^+c) 


Donc 

Soit encore 


dy dx — bdx=o. 

» • -V 


1 — X 


Comparant cette équation avec celle (a), on a 


donc 


c* ^ 

l — X 


j'pdx=al{i — x), 

e'[^l = - — î-r;, 

(i — x)“ 
•’'**=( i — x)*, 


on a 
Ix, 


Digilized by Coogle 



INTÉGRATION DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES, ETC 
J't^^''^Qdx = — ùj' (i — x]" dx 

et, par conséquent, 

Soit enfin 

dy -f- oydx + be’’^dx= o. 

On a 

P = a, Q=6e’’*; 

d'où 

J'pdx=ax, e" = e'", e^*’‘*'=e" 

fe^^‘^Qdx=b /*e'F+'>!*dx = — — 

J J a + P 

et par suite, en substituant dans celle ( 2 ), 

>'=' Li+7+"J- 


S89 


DU FACTEUR PROPRE A RENDRE INTÉGRABLE LE PREMIER MEMBRE 
DE l' ÉQUATION Mdx + lN</y = O. 


155. Démontrons d’abord l’existence de ce facteur. Soit. 


Mdx + Nrfy = O 


l’équation dilîérentielle proposée. On sait que cette équation 
admet toujours une intégrale renfermant une constante arbi- 
traire sous la forme 


ou sous celle 


P(^,.y.r)= O 

(f(x,y) = c. 
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Or, si l’on différentle cette équation, on aura 

^ rfj: + ^ rfy = O ; 
dx dy ^ 


dx 


et comme la valeur de tirée de cette équation, ou ^ , doit 
dx dx 


df 


M 


être égale à celle — donne la proposée, on en conclut 


M 

N 


d<f 

dx ,, , d<f rf? 

ÿ ^=5 

dy M N 


En nommant v chacun de ces quotients, on aura donc 



rfy 


= Np, 


et, par conséquent, 


du = p(.Mdx -}■ Nrfy)- 


Ainsi, il existe toujours un facteur v propre à rendre 
}Adx + Nrfÿ «ne différentielle exacte. 


156. Si l’on multiplie les deu.x membres de l’équation 


par une fonction quelconque de u que nous désignerons par 
-J- (u), on aura. 

i4(«) (Mrfx + NVy) = >V(u) du, 

équation dont le second membre est encore une différentielle 
e.xacte. .Ainsi, les facteurs v et (i/) jouissent de la même pro- 
priété. 
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Donc, dans l’hypothèse d’un facteur v propre à rendre inté- 
grable le premier membre de l’équation Miix -f- Ndj/ = o, il 
en existe une infinité d’autres jouissant de la même pro- 
priété. 

157. Il est aisé de démontrer que, réciproquement, si V 
est un facteur propre à rendre intégrable le prtmier membre 
de l’équation (i), ce facteur sera de la forme »■]>(«) 

En effet, soit 

V{Mdx-f Nrfy) = dU. 

Gomme 

v{ÎAdx -f- Ndy) = du, 

il en résulte 

V 

(fU= — du, 

V 

et, par suite, 

rfU_V^ 

dx V dx' dy v dy' 


Maintenant, si de l’équation 

on tire la valeur de y en fonction de u et de x quelle 
détermine, et qu’on porte cette valeur de y dans celle de U 
qui deviendra alors V = 4» (u,x), ou aura en différentiant 

dV d* du du du 

dx du dx dx' dy du dy’ 

et, par conséquent, en comparant avec les équations (i), 

d<i> V d"P 

du v’ dx 

La dérivée de 4> par rapport à x étant nulle, il en résulte 
que X n’entre pas explicitement dans cette fonction. Donc 

d4> V 

cette fonction 4>, et par suite— = - est une fonction de useu- 
‘ du V 

lement, en sorte que l’on a 
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V 


r 


= 4 » 


ou V 


ce qu’il fallait démontrer. 

158. Il suit de là que, <i V et c $onl deux fadeurs propres 
à rendre intégrable le premier membre de t équation 
yidx + yây = O, le rapport de ces facteurs égalé à une con- 
stante sera T intégrale générale de cette équation. Car de 


on tire 


V 

— = c ou 

V 


^(u) = c, 


U 


= c. 


159. L’existence du facteur t étant démontrée, il nous faut 
chercher maintenant à le déterminer. Or, si l’on remarque 
que, en vertu de sa défînition même, ce facteur doit être tel 
que l’équation v (Mdx-(- Ndy) vérifie l’identité 

rfcM rfpN 

dx rfy ’ 


on aura, en développant, pour l’équation qui doit le déter- 
miner. 


dv rfM V 

M — -f = N — -f U— , 
rfy rfy dx dx 


ou ce qui revient au même 


0 ) 


N 


dv dv 
dx * rfy 



Lorsque t est une fonction de x et y, cette équation est anx 
différentielles partielles et beaucoup plus difficile, en général, 
à intégrer que la proposée. Mais lorsque v n’est fonction que 
de l’une des deux variables, de x, par exemple, alors il est 

facile d’en obtenir l’expression. On a, dans ce cas, ^ = o, 


ce qui réduit l’équation (i) à celle 
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L — — 1 . . 

V dx N \dy dx) ’ 


et comme, par hypothèse, le premier membre 


1 dv 

- — est une 
V dx 


fonction de x, iJ doit en être de même du second * 

N 


en sorte que 
On a donc 


1 (— 
NUy 




dx)’ 


I dv 


dv 


- ■T- = ? (x) OU = <p (x) dx 

V dx V ' 


et, par conséquent, en intégrant 


ou 


f{z)dx 


160. Appliquons ce qui précède à la recherche du facteur 
propre à rendre intégrable l'équation linéaire du premier 
ordre 

dy -f- Pydx = Qdx 

que l’on peut mettre sous la forme 

dy+[Py — Q)dx = o, ' 

P et Q étant des fonctions de la seule variable x ; on aura 


M=(Py-Q), N=I, 


1 

N [dy 



et le facteur intégrant o sera ici : 


v = e 


Svdx^ 
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/Pdl 

En effet, si l’on multiplie l'équation proposée par e , on 
ti’ouvera 

g/P''* dy + (Pÿ — dx= du, 

du désignant une différentielle exacte. 

^ Pc/x 

Intégrant ensuite le terme e dy par rapport à x, on a 


u = ÿP^'’<^ + X, 


X désignant une fonction de x, fonction qui sera déterminée 
par l’équation 


dx 




d’où l’on tire 


et X = - fe^^<“Qdx. 
dx J 

On a donc 
et, par suite 

expression qui est bien celle de l’intégrale générale de l’é- 
quation linéaire du premier ordre, trouvée n° (i5i) 

161. Le facteur propre à rendre intégrable le premier 
membre de l’équation 


(0 


Nrfy = o, 


lorsqu’elle est homogène, est facile à obtenir. En effet, en 
revenant aux calculs qui nous ont conduits à la différentielle 
exacte 


(a) 


dx f(z)dz 

X <pla)-Hs'Ks) 
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on reconnaît que cette équation différentielle a été obtenue 
en divisant l’équation proposée d’abord par x™, puis par 
X [<p (s) + ( 2 )] ; c’est-à-dire par 

x[x"?(z)-f x"z^(z)], 

équation qni revient à celle 

Mx -f-Ny. 


- , x"i 

X 

N, l’équation ( 2 ) revient donc à 


En remplaçant z par - , x"^ ( - ) par M, et x*" ^ 

CC \^/ 



Mrfx -4- Nf/y 
Mx-fNy 

et l’on en conclut que le facteur propre à rendre, dans ce cas, 
Mdx -f Ndy une différentielle exacte, est 


Mx-^-Ny* 

Il est facile, d’ailleurs, de s’assurer que ce facteur ^ 

est bien celui ipii jouit de la propriété de rendre la proposée 
une différentielle exacte, dans l’hypothèse où cette équation 
est homogène. 11 suffit, en effet, pour cela, de prouver que 

. M ^ N 

Mx -f- Ni/ Mx -j- Ny ‘ 
dy dx 

Or, on a 

Mx -I- Ny (Mx + Ny)* \ ^ dy ^ dy ) 

dy 

X N 1 dN ,, dM 

® Ti — Tli — I V M J Nx MN , 

Mx -|-Ny (Mx-j-Ny)* \ dx dx / 

dx 
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en sorte que l’équation ci-dessus peut être remplacée par 
la suivante : 


N 



= 0 . 


Mais les fonctions M et N étant homogènes et de degré m, 
on a tome I, n® (89) 


Donc 

ou 


dSl , dM „ 

X -Z — f-M — =Mm, 
dx ' ^ d’j 

X- — hy-r- =Nm. 
dx ^ dy 

NMm — NMto = 0, 


. M _ N 
Mx-(-Ny Mx-|-Ny’ 
dy dx 


ce qu’il fallait démontrer. 

Si le premier membre de l’équation homogène Me/x-f- N dy =0 

est une différentielle exacte, 1 et ^ ^ seront les deux 

Mx -|- Ny 

facteurs qui rendront ce premier membre intégrable ; et en 
égalant à une constante le rapport de ces deux facteurs, on 
obtiendra l’intégrale générale, qui sera alors égale à 


M.r-f-Ny = C. 


EXERCICES. 


Trouver le facteur intégrant de l’équation 


(0 

Solution : 


(x-(- v)dx-|-dy=o. 
v = e‘. 


Digitized by Google 



INTÉGRATION DES EQUATIONS DIFFÉRENTIELLES, ETC. 237 

Trouver le facteur intégrant de l’équation 
(a) dx-\-{adx-^ 2 bydy) {i -\-x'y = o. 

Solution : 

v = — 

Trouver le facteur intégrant de l’équation 

(3) x’dy + [^4x*y — dx = o. 

Solution : 

v = x. 
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RÉSOLUTION DE QUELQUES PROBLÈMES GÉOMÉTRIQUES. 


PROBLEME DES TRAJECTOIRES. 


102. Ce problème consiste à trouver une courbe qui coupe, 
sous un angle donné toutes celles renfermées dans l'équation 
également donnée : 

(i) F(x,y,a) = o 


a étant un paramètre susceptible de prendre toutes les valeurs 
possibles. 

Soient x et y les coordonnées d’un point quelconque M, 
fig. (17), commun à la trajectoire AB et à l’une des courbes 
CD, produite par la variation de a. Désignons par m la tan- 
gente de l’angle donné, qui est celui formé par les tangentes 
menées à ces deux courbes par le point M (x, y) , et par a et a' 
les angles que forment ces tangentes MT, MT', avec l’axe 
desx. On aura 


(*) 

Mais 


Donc 

( 3 ) 


laiif; O — laiig a 
i-j- tanga tanga' 


rfF 


dy 


lang a'= — 


dx 

Iv 


<'/ 


/(/F rfF di/\ dV rfF dy 

\dy dx dx) dx dy dx' 
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En éliminant a entre cette équation et celle (i), on obtien- 
dra l’équation différentielle du lieu, ou celle de la trajectoire 
cherchée. 

163. Soit, par exemple. 


(4) 

On aura 


y" — ax’’. 

dF , dF , 

- = -opx^\ - = ny- 


et, par suite, 

wi — ".V"”* ^ "I” apx^’^' = o- 


En éliminant a entre cette équation et celle y" = ax’’, on 
obtiendra 

/ d i/\ du 

(5) m[nx+p!/-^j — nx~-^py = o 

OU 

dtj 

{mpj — nx) ^ 4- mnx -1- py = O, 


équation homogène que l’on intégrera facilement. 

Dans le cas particulier où n = p= i, l’équation (4), de- 
vient 

y = ûx 

et représente toutes les droites menées par l’origine de s 
coordonnées. L’équation (5) se réduit à celle 

m{xdx ydy) — ydx -j- xdy = o 

qui, étant divisée par x*-j- y*, puis intégrée, donne 

— V 

ml (x* -j- y’)’ — arc tang ~ 

Prenant les coordonnées polaires, on a 
mlr= 0 -|- G ; 
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G 

et, en fîdsante" = G, 



e 


r = Ce'«, 


équation qui est celle des spirales logarithmiques. Ainsi, toutes 
les courbes jouissant de la propriété de couper, sous un angle 
constant, les droites menées par l’origine des coordonnées, 
sont des spirales logarithmiques ayant cette origine pour 
point asymptote. 

164. Lorsque l’angle donné est droit, les trajectoires sont 
dites orthogonales. Dans ce cas, on am = a; l’équation (3) 
se réduit à celle. 





dx = o, 


et l’équation différentielle du lieu résulte de l’élimination de 
a entre cette équation et celle donnée 

F(a:,y,a)= O. 

Par exemple, si l’on prend l’équation 


y" = az”, 

on a 

1 *^y 

et celle-ci étant intégrée donne 

+ py* = O, 

équation qui représente, suivant que n etp sont de même 
signe ou de signes contraires, une infinité d’ellipses ou 
d’hyperboles. Ces courbes sont donc les seules qui jouissent 


Digitized by Googl 



RÉSOLUTION DE QUELQUES PROBLÈMES GÉOMÉTRIQUES 241 

de la propriété de couper, sous un angle droit, toutes celles 
comprises dans l’équation j/" = ax'. 

Lorsque n = p = i , l’équation \j'z=aa* devient 


1/ r= ax 

et représente toutes les droites qui passent par l’origine. 
L’équation de la trajectoire se réduit à 

x* + ÿ* = C. 


et représente un cercle ayant pour centre cette origine. 

Soit proposé encore de trouver la trajectoire orthogonale 
de tous les cercles tangents en un même point 0 d’une 
droite donnée. En prenant pour origine ce point O et pour 
axe des y la droite donnée, l’équation de l’un des cercles 
tangents sera 


et l’on aura 


en sorte que 


y’ — aox + 


dF 

— = ax — aa , 




= 2y; 




O. 


En éliminant a entre cette équation et celle donnée (1), on 
obtiendra l’équation différentielle du lieu où celle de la tra- 
jectoire cherchée. On aura ainsi 

axy dx + (y’ — x*) dy = o , 

et si l’on pose x* = z, on ramènera cette équation à la forme 
linéaire du premier ordre; on aura ensuite pour son in- 
tégrale 

x’=y(C— y); 


d’où l’on voit que la trajectoire orthogonale est un cercle tan- 
gent à l’axe des x, à l’origine. 

TOME II. 
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PROBLÈME DE BEAUNE. 


165. Ce problème est le suivant : trouver une courbe telle 
que la sous-tangente soit à F ordonnée, comme une ligne con- 
stante est à la différence de l’ordonnée à Vabscisse. 

On a pour la condition donnée 


ou 


^ _ y— X 

dx a 



— y = — x. 


équation linéaire du premier ordre et du premier degré qu’il 
faut intégrer. 

En appliquant la formule générale du n“ (i5i), on trouve : 
y = x + o+Ce^. 

Si l'on prend pour axe des *' la droite qui a pour équation 


y = X + O, 


tout en con.servant la même direction pour l’axe des y, on 
aura 


et, par suite, 


y'=Ce‘, 




équation qui est celle de la logarithmique. 
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ÉQUATION DU PREMIER ORDRE ET D'UN DEGRÉ QUELCONQUE. 


DÉriNITlONS. 


166. Soit 




ane équation différentielle du premier ordre et d’un degré 

quelconque par rapport à Si cette équation peut être ré- 

solue par rapport à cette dérivée, on aura plusieurs équa- 
tions du premier degré que l'on tâchera d’intégrer. Soient 
f(x,y,c) = O, f^[x, y, c,) =o, f^{x, y, c,) =o, ces diverses 
intégrales qui sont complétées chacune par une constante 
arbitraire. Le produit 

de toutes ces intégrales renfermera les solutions de la pro- 
posée, et en sera, par conséquent, l’intégrale générale. 

Or, comme on peut, sans diminuer en rien la généralité de 
cette intégrale, admettre que ce soit la même constante qui 
entre dans tous les facteurs, on voit que toute équation diffé- 
rentielle du premier ordre et d’un degré quelconque m par 

rapport aura pour intégrale une équation où la con- 
stante c sera élevée à la puissance m. 
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Exemple. L’équation différentielle du premier ordre et du 
troisième degré 

(^)’ — (3T/ + a:*-f-y’) +(aj’y+y’x+j;y)^— xy=o 

étant résolue par rapport à ^ , donne les trois équations sui- 

CIOC 

vantes du premier degré : 




: XU, = X* 

dx ^ dx 


dx 


— y 


d’où 


7=“”"' 


et l’on a, pour les intégrales de ces équations, 


-+c X' 

y = e* , y=v+'^i. y- 


3 ' " ^ x + c. 

On a donc, pour l’intégrale générale de l’équation proposée, 


CAS OU l’équation ne contient aucune des variables. 


167. Supposons que l’équation différentielle proposée ne 
renferme ni x, ni y, c’est-à-dire soit de la forme 



S’il est possible de la résoudre par rapport à on aura 


plusieurs valeurs de ce coefficient 
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d’où résultent 


y = euî + c, y=a'a:-fc,, y = a"x + c,... 

solutions qui seront renfermées dans l'équation suivante : 

(y — ax + c) (y — a'x + c,) (y — a"x-|- c,) ... = o. 

ou, en admettant que ce soit la même constante arbitraire qui 
entre dans tous les facteurs, 


lui- a] 

, X J \ X 




= O. 


ou bien encore 


Soit, par exemple, l’équation différentielle du premier 
ordre et du second degré 


On en déduit 
et l’on a 



y=ax + c, y = — ox + c'; 


en sorte que l'intégrale générale est 


(y— ox + c)(y + ox — c') =o, 

ou, en admettant que ce soit la même constante c qui entre 
dans ces deux facteurs, 


c’est-à-dire 


(y — ox-f-c) (y-Hflx— c) = o, 
(y — c)’ — a’x’ = O 
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CAS OC LA FOXCTIOS XE BENFEBME QCE l’cXE DES DECX VABIABLES. 


168. Soit l’équation de la forme 



qui ne renferme pas y. Si cette équation peut être résolue 

, , dy 

par rapport à on aura 

Ciw 


d’où 






et le problème sera ainsi ramené à une simple quadrature. 
Par exemple, l’équation différentielle du second degré 

donne 

g = +Æ, â = -^, 

et l’on a, en intégrant, 

y = + gxVar + r, y = — 

d'où 

(v — 0* — “ = O* 
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CAS OU l’équation peut être Résolue par rapport a l’une 

QUELCONQUE DES VARIABLES. 


169. Supposons maintenant que l’équation -différentielle 
renfermant x, y et et ne pouvant être résolue par rapport 

à ^ , puisse l’être par rapport à l’une quelconque des varia- 

CkJC 

blés, à celle y par exemple, en sorte que 

y = F{x,p}, 

P désignant le coefficient différentiel 

dx 

En différentiant cette équation, on aura 


. . dF , HF , 

dy = pdx = -dx-^-dp-, 

et si l’on parvient à intégrer cette équation qui est du premier 
ordre et du premier degré, en éliminant p entre l’équation 
intégrale ainsi obtenue et la proposée y = F(a;, p), on obtien- 
dra l’intégrale générale cherchée. 

Lorsque l’équation a la forme 

{>) V = -rF(p)-l-?(p), 


en la différentiant, on trouve 


pdx =xF(p)dp-{-F{p)dx-{-<f’{p)dp, 

OU . 

^ J_ _EM_ j; = _ _?M_ 
àp~^^p)—p ^{p) — p’ 

équation du premier ordre et du premier degré par rapport 
à X, et qui, étant intégrée n* (i5i), donne 


Digitized by Google 



248 


LIVRE III. — CHAPITRE IV. 


(a) x=—c 


-/i 


V(p)dp 

Vip)-p 




L’intégrale générale cherchée résultera donc de rélimlnation 
de P entre celte dernière équation et la proposée. 

170. Dans le cas particulier où F(p) =p, l’équation (i) 
se réduit à celle 

(a) y = px + <f[p), 

et l’on a, en différeniiant, 


dy = pdx = pdx -\-xdp-\- <f'(p)dp, 
équation qui devient 

[(o: + ?'(p))]dp = o, 

et à laquelle on peut satisfaire de deux manières : 
r En posant 

dp = o, 

d’où P = c; ce qui donne pour l’intégrale générale, en élimi- 
nant p, 

(6) y = cx + <f(c). 

a* En posant 

+ ?'(/>) = O, 

et éliminant p entre cette équation et la proposée (a) ; ce qui 
donne une équation entre a: et y, sans constante arbitraire, qui 
ne peut se déduire de l’intégrale générale (6) en attribuant 
à la constante c une vali ur particulière, et qui est ce qu’on 
nomme une solution singulière. 

Exemple. Soit l'équation 

ydx — xdy = n\ dx* -j- dy*, 

que l’on peut écrire sous la forme 


y = px+n\/i + p*. 
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On a 


ou 


dy — pdx + xdp + 


npdp 

+ 


-^=== 0 . 


Or, si l’on pose 


V i-f />* 


dp = o, 

on aura p = e, et, par suite, 


y = cx-\-n v'i -f- 


C’est l’intégrale générale. 
Si l’on pose 

x + 

d’où 


"P 

- 7- — =°> 


P 




n 


\n' — a* 


on aura 

y’ -f x’ = n’, 


équation entre x et y qui satisfait également à la proposée 
sans renfermer de constante arbitraire, et qui, par conséquent, 
n’est pas comprise dans l’intégrale générale lorsqu’on donne 
à la constante une valeur particulière. C’est ce que nous avons 
nommé la solution singulière. Nous allons, dans le chapitre 
suivant, nous occuper de ce genre de solution. 
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CHAPITRE V. 


SOLUTIONS SINGULIÈRES DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 
DU PREMIER ORDRE. 


SOLUTIONS SINGULIÈRES DÉDUITES DE l’iNTÉGRALE GÉNÉRALE. 


171. Soit 

\ 

(i) Mrfx -J- Ntfÿ = O 

une équation différentielle du premier ordre entre deux va- 
riables X et y, et 

(a) F(x,y,c)=o 

son intégrale générale. 

Représentons par 

(3) ç(x,y) = o 

une équation satisfaisant à l’équation (i), sans néanmoins 
pouvoir se déduire de l’intégrale générale (a) en attribuant 
à la constante c une valeur particulière, et qui est ce que 
nous avons nommé une solution singulière. On peut faire 
rentrer cette équation <p(x, y) = o dans celle F(x, y, c) = o, 
en y remplaçant c par une fonction convenablement choisie ; 
car il suffit d’égaler l’une à l’autre ces deux équations pour 
en déduire c en fonction de x et de y. 

Supposons donc que dans l’équation F(x, y, c) = o, c soit 
déterminé, et différentions cette équation par rapport à x; on 
aura 

dF dFdy dF de 

dx dy dx de dx 
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d’où 


d? 

dF 

(4) 

^ = — 

dx 

de de 

dx 

dF 

dF dx 

• 


dy 



Mais l’équation (i) résulte de l’élimination de e constant 
entre l’équation F(x, y, c) = o et sa dérivée immédiate 

Ëîi 

dF dF dy dy dx 

dx ' dy rfaf dx dF ’ 

dy 

et cela lors même que c serait une fonction de x et de y. 
Donc, pour que la même équation (i) résulte pareillement de 
l’élimination de c variable, et fonction de x et de y, entre l’é- 
quation F (.r, y, c) = o et sa dérivée immédiate (â) que nous 
venons d’obtenir, il faut que c soit telle que le dernier terme 
de cette équation se réduise à zéro, ou que l’on ait 

— 

de de 

Wd2~°' 

dy 

et à cette équation on doit adjoindre celle F(x, y, c) = o. 
Ce système d’équations se partage dans les trois suivants : 


(•) 

II 

O 

F(x,y,e)=o, 

(a) 

dF 

de 

F{x,y,c) =0, 

(3) 

dF 

— = 05, 

dy 

F(x,ÿ,c) = o. 


Le premier (i) donne c = constante ; et cette valeur sub- 
stituée dans F(x, y, c) = o redonne l’intégrale générale, en 
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sorte que ce système n’offre rien de remarquable. Mais si on 
élimine c, au moyen des deux derniers systèmes ( 2 ) et (3), 
on obtiendra pour c une fonction de x et de y, et cette fonction 
substituée dans F(x, y, c) = o conduira à une équation sans 
constante arbitraire, laquelle satisfera à l’équation difféngn- 
tielle proposée, et en sera, par conséquent, la solution sin- 
gulière. Donc,*!’ intégrale générale d’une équation différentielle 
étant connue, on obtiendra toutes les solutions singulières que 
cette équation comporte, en éliminant la constante c entre 
l’équation intégrale et sa dérivée prise par rapport à la con- 
stante et égalée à zéro, ou bien encore entre cette mime inté- 
grale et sa dérivée par rapport à y égalée d l'infini. 


SIGNIFICATION GÉOMÉTRIQUE DE l’INTÉGRALE SINGULIÈRE. 


172. L’intégrale singulière d’une équation différentielle du 
premier ordre représente l’enveloppe des courbes comprises 
dans l’intégrale générale 

T{x,y,c) = o. 

Car puisque dans cette intégrale la constante c est arbi- 
traire, il s’ensuit que l’on peut considérer cette équation 
comme celle d’une infinité de courbes dont le paramètre c est 
différent; or nous avons vu que l’enveloppe à ces courbes s’ob- 
tenait en éliminant c entre l’équation F(x, y, c) =0 et sa dé- 
rivée par rapport à c. Ce calcul est donc le même que celui qui 
donne la solution singulière, et l’on en conclut que l’intégrale 
singulière n’est autre chose que l’enveloppe des courbes re- 
présentées par l’intégrale générale F(x, y, c) = 0 , ou l’enve- 
loppe des intégrales particulières, puisque, comme nous l’a- 
vons dit, chacune de ces courbes représente une intégrale 
particulière. 
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PROPRIÉTÉ DONT JOUISSENT LES SOLUTIONS SINGULIÈRES 
DE RENDRE INFINI LE FACTEUR INTÉGRANT ». 


173. Les solutions singulières jouissent de la propriété 
fort remarquable de rendre infini le facteur par lequel il faut 
multiplier le premier membre de l’équation Mtfx + Ndy = o, 
pour le rendre une différentielle exacte. 

En effet, soient 


(«) 



O 


une équation différentielle du premier ordre, et 


(>) 


f{x, y,c) = o 


son intégrale, c étant la constante qui , éliminée en cette 
équation et sa dérivée immédiate 


(3) 


dx dx dy 


conduit à l’équation différentielle proposée (i). 

Différentions l’équation intégrale (a) par rapport à toutes 
les lettres; nous aurons 


ou 


c’est-à-dire 


dx ' dx dy^ dx de 

^ I 

de dx ' dx dy 
dx df 

de 
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Maintenant, si dans le facteur entre parenthèses, on rem- 
place c par sa valeur tirée de l’équation ( 2 ), on aura un ré- 
sultat qui sera identique avec l’équation ( 1 ); car ce facteur 
n’étant autre chose que l’équation (3), la substitution de c 
tirée de ( 2 ), donne le même résultat que si on éliminait cette 
constante c entre les équations ( 2 ) et (3) ; et nous avons vu 
que cette élimination conduisait à l’équation dilTérentielle pro- 
posée ( 1 ). En remplaçant ce facteur par l’équation identique 

^ -1- F(.T,y) = O, on aura donc 

UiX 

ë=-|[â+^H- 

de 


Or, le premier membre étant une différentielle exacte, il 
faut qu’il en soit de même du second qui lui est identique. 

ÉL 

Ainsi ^est le facteur intégrant. Mais dans le cas où il existe 
de 

une solution singulière, on a 



dx 


+ F(x,y) = o. 


Donc, dans ce cas 

àf 



de 


ce qui démontre la propriété énoncée. 

11 en serait de même si l’on prenait pour ce facteur 





de 


Digitized by Google 


SOLUTIONS SINGULIÈRES DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES, ETC. 355 

car la solution singulière ne donnant pas (u) = o, on aurait 
toujours 





de 


174. La démonstration qui précède est due à Lagrange. 
Voici celle qu’a donnée Laplace de la même propriété et qui 
est remarquable par sa simplicité. 

Soient 

(i) Mdx -|- Ndy = O 

une équation dilTérentielle du premier ordre, et 

(a) t)(.Mdx -j- Ndÿ) = du 

la dilTérentielle de son premier membre, différentielle qui est 
rendue exacte par la multiplication du facteur intégrant r. 
Mettons l’intégrale générale de l’équation (i) sous la forme 

« = c. 

Comme la solution singulière ne satisfait pas à cette équa- 
tion, elle ne pourra donner 

du = O, 

et, par conséquent, elle ne pourra rendre égal à zéro le second ■ 
membre de l’équation ( 2 ). Mais elle rend nulle Mdx + l'idy. 
Donc, il faut que l’on ait 

1 

v = - == 00 , 

O 

ce qui est la propriété énoncée. 

Par exemple, l’équation différentielle 

xdx -f ydx = dy y* — a* 


Digilized by Google 



256 


LIVRE Iir. — CHAPITRE V. 


devient une différentielle exacte quand on la multiplie par le 
facteur 


y/x’ + y’ — a* 

et l'on voit que la solution singulière de cette équation ou 
X* + y’ — a’ = O rend bien ce facteur u infini. 


EXEMPLES DE SOLUTIONS SINGULIÈRES. 


175. Nous allons appliquer maintenant ce qui précède à la 
résolution de quelques problèmes géométriques. 

I. Trouver une courbe telle que le produit des perpendicu- 
laires abaissées de deux points fixes sur une de ses tangentes, 
soit constant. 

Désignons par b* ce produit et par ac la droite qui joint les 
deux points fixes donnés. Prenons cette ligne pour axe des x, 
et pour axe des y une perpendiculaire élevée par son milieu. 
L’équation de la tangente étant 

y'—y=zp[x'—x), 

on aura pour l’expression des deux perpendiculaires abais- 
sées des deux points fixes sur la tangente 

y—px + pc y—px—f>c 

et, par suite, pour l’équation du problème, 

(y — px)» — ;>»c* _ 

,+fP - ’ 

On tire de là 
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puis 

(1) y = px+ + + 

équation qui est de la forme yz=px + f{p) examinée précé- 
demment. 

En différentiant cette équation, on trouve 

(2) dp fx-l- — ^ ^ I — n; 

L V(c*+6V + 6’J 

Posant dp = o, d’où p = m, m étant une constante, on a 


(3) y = mx -f v^(c* 4- 6*)m* -|- 6* ; 


c’est l’intégrale générale. Cette intégrale représente une in- 
finité de droites. 

En posant 


( 4 ) 


— = 0 , 

V(c’ + 6V + 4‘ 


on satisfait encore à l’équation (2); et en éliminant p entre 
les équations (1) et (4), on obtient pour la solution singu- 
lière 


(5) (c’-f 4’)y’ + 4’-c’ = (c’-l-6*)6*. 


Cette équation est celle d’une ellipse. Toutes les droites re- 
présentées par l’intégrale générale (3) sont donc tangentes à 
cette ellipse. 


II. Trouver une courbe telle que la portion de la tangente 
comprise entre les deux axes soit égale à une longutur con- 
stante a. 

On aura ici 


d’où 

(«) 


TOME II. 


(y — px)* (i -hp’) = a*p*, 
ap 


y = px-{- 


v/i-hp*’ 


17 
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et en dilTérentiant 



En posant dp = o, d’où p =c, on obtiendra l’intégrale gé- 
nérale 

ac 

(i) yz=cx-\-— =; 

V. 

cette intégrale représente donc une infinité de droites. 

Pour la solution singulière, on aura ensuite 

a 

X 

(‘+p’)’ 

et cette valeur substituée dans l’équation (i), donnera 


y = 

d’où éliminant P : 


«P I ap 
(i + pT 

* 1 1 

X* -|- p’ = a*. 


Il est aisé de démontrer que la courbe représentée par cette 
équation n’est autre que l’épicycloïde engendrée par un point 
d’un cercle roulant dans un autre cercle de rayon quadruple. 
En effet, soit O'BM, fig. (i8), la position quelconque du cercle 
générateur. Le point M qui à l’origine du mouvement se 
trouvait placé en A, appartiendra évidemment à la courbe dont 
il s’agit, et cette courbe, en ce point, aura pour normale O'M 
et pour tangente MI. Or, l’angle TIB, dans le cercle généra- 
teur, ayant pour mesure - arc BM, ou - arc BA, aura, dans le 

2 2 

cercle de rayon quadruple, 2 BA pour mesure. Il en résulte 
que l’angle TIB est double de celui AOB, c’est-à-dire que le 
triangle TIO est isocèle. Donc TI = 10 ; 01 =III, et, par con- 
séquent, TU = 2 OI = OB. Donc enfin, la tangente TH com- 
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prise entre deux axes est une grandeur constante ; ce qu’ il 
fallait démontrer. 


III. Voici encore quelques exemples que nous proposerons 
comme exercices : 




On trouve pour l’intégrale générale 

(i) (x_c)* + y’=a*, 

et pour la solution singulière : 

(a) y’ = a*. 

Donc, toutes les droites représentées par cette solution sont 
tangentes aux circonférences représentées par l’intégrale 
générale (i). 

Solution singulière : 

y*=i + a-*. 

Solution singulière : 

i.x + y)'—l{ay = o. 
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INTÉGRATION DE QUELQUES ÉQUATIONS SIMPLES 
D’UN ORDRE SUPÉRIEUR. 


INTÉGRATION DE 


l’ ÉQUATION 


d"ÿ 

dx" 


= F(x). 


176. Proposons-nous d’intégrer l’équation 


(0 



dans laquelle F désigne une fonction quelconque de x. En 
multipliant successivement cette équation par dx et intégrant, 
on aura 

£^=/w*+'’ 

J'dxfF{x)dx+cx+c'; 


et, ainsi de suite. Après m intégrations effectuées par rapport 
à X, on aura donc 


(2) ÿ = f < 

177. On peut exprimer l’intégrale multiple qui figure dans 
cette expression par une suite d’intégrales simples. En effet, 
en intégrant par parties, on trouve 


J dx.. .J F(x)dx -f ex— ‘ + c'x— * +...+ c<- '> . 
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Ç Ç F(x)rfx’ = x j' F{x]dx — J' xF{x)dx, 

J' J' J" F{x]dx^= — x'j' F[x)dx — axj xF(i)dx + j' x’F(x)t/xJ ; 
et ainsi de suite. De là on conclut par induction 


(3) y y y... F(x)i/x" = 

x*~' J F(x)rfx — — — ^""*y xF(x)ix 
+ x-^y x*F(x)dx...± y x"-'F(xirfxj 


i.a...(m — i) 


178. Pour démontrer la généralité de cette formule, il suffit 
défaire voir que si elle a lieu pour l’indice n, elle a encore lieu 
pour l’indice n + l. Or, si l’on met cette équation sous la 
forme 


y y y... F(x)dx”’ = 

jx"'-'J' F{x)dx — m(m — i)x*“*y xF(x)rfx 


1.3... m 


4- ^ ^ X"-* Jx* F(x)rfx ... ± m yx-> F(x)rfx 


et que l’on multiplie les deux membres de cette deimière par 
dx, puis que l’on intègre par parties, on trouvera 

y y y... F(x)rfx"* * = 

x"*yF(x)dx — mx’^'' J xF[x)dx 

' *'x"‘*y x’ F(x)dx ... ± mx J' x”"' F(x)dx 


i.a...m 


1.3 




Digilized by Google 



262 


LIVnE III. — CHAPITRE VI. 


et comme la quantité entre parenthèses, dans la dernière 
intégrale, a pour valeur (i — i)"d=i ou±i, puisque 
( 1 — I )" = O, on en conclut 


J J j\..F{x)dx’^' = 

" f xF{x)fix 




1^ »î(w ]} J x' F(x)rf.c ... qr j' x" F(x)dxJ 


équation qui est bien celle (3), si l’on change, dans cette der- 
nière, m en m 1 . 

179. On peut encore exprimer la même intégrale multiple au 
moyen d’une intégrale simple. En effet, en prenant dans l’ex- 
pression ( 2 ) les intégrales entre les limites et x, et rempla- 
çant dans le second membre de cette expression x par z, on a 


/ / ...F{x)dx- = 

X^J Z<, J Xi) 

/ F(z)rfz 

>-'xn 


i.a. .(m — 1 ) 
par suite 


*0 

(m — i)(»n — a) 

i.a 


m — 1 T 

x—r zF{z)dz 

* c/Xo 

1) /’* ’ 

ix«-» / 2 »F(î)*— ... 
Jjio 




180, En remplaçant dans cette dernière formule F(x) par 
P+'(x), et n par n-f 1 , on a 


Mai.s 


/ ■^F(xWx-’^' = rF”*'{z) [x—z)”d:. 

«•'xo i.a...wiJxo 


Tf-*' Wrfx— = F(x) - F(x,) - F'(x,) (x-x„) - 

J Xq 


F"(Xol 


(x — X,)« 
1.2 


-F"(x,) 


(■X — Xq)" 

i.a ..m ' 
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2C3 


Donc 


F(x) = F(x„) + F'(xJ (Z -X.) + F"(x„) + ... 


1 .a 


+ F"(xJ ^ W [x-z^dz, 

Jx« 

ou en posant a: — h et x = æ^ + h — 

F(x„ + h) = F(x„) + /iF'(Xo) + ^ F"(x,) + .. 

I .a...m t.a..,tn Jg 

On est ainsi conduit à une nouvelle démonstration de la 
série de Taylor. 


ÉQUATIONS ou RENTRENT SEULEMENT DEU.X DÉRIVÉES d’oRDRE 
QUELCONQUE. 


181. Considérons d’abord le cas où l’équation est de la 
forme 


(0 


’ rf— ‘ 
,rfx*' 


dx"/ 


= 0 , 


c’est-à-dire renferme deux dérivées consécutives d’un ordre 
quelconque. 

Posons 




d’où 


d"// dp 
dx" dx 


Par cette valeur, l’équation proposée deviendra 


d’où 
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et, en intégrant, on aura 

w 


J f(p) ~ 


Maintenant, si l’on peut résoudre cette équation par rap- 
port à P, on aura 


d""'y 


et par une suite de quadratures, on parviendra à exprimer 
y en fonction de x et de tn constantes arbitraires, comme on 
l’a fait n® (176). 

Si cette équation ne peut pas être résolue par rapport à p, 
alors 


dx"'' 


= P. 


d’où 

et en intégrant 


' fip)’ 





Multipliant par dx = 


àp 

fiP)' 


et intégrant de nouveau , 


aura 



on 


et, ainsi de suite. Par une suite de quadratures, on parvien- 
dra donc à une certaine équation y = rj/(x) ; et en éliminant p, 
entre cette équation et celle (a) , on obtiendra une équation 
entre x,y et m constantes arbitraires; et cette équation sera 
l’intégrale générale de la proposée. 

Exemple. — Trouver la courbe dont le rayon de courbure 
est égal à une constante a. On a ici 
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3 



rfx* 


ou en posant ^ —p-, 

U JC 


d'y _ dp 
dx' dx ' 


S 



il 


dx 

Ainsi 

dx- - 

et 

(0 

On a ensuite 
d’où 

(• + pV 

x = -^,-hc. 
* + P 

dyz=pdx= 

(«+pÿ 

(>) 

y = / pdx= \-c'. 

M + p* 


Eliminant p entre les deux intégrales premières (i) et (2), 
on obtiendra enfin pour l’intégrale générale 

(x— c)’ + (y — c'j’ = a’, 


équation qui est celle d’un cercle de rayon a. 

On peut aussi résoudre l’équation (1) par rapport à p, ce 
qui donne 

X — c 

P = -^===, 

\a' — (x — c)’ 
ou 

, (x — c]dx 

^ -7 ^- 

\'l ' — (x — c)’ 
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et, en intégrant, 

>j—c'=:— ^/a* — (x — e')% 

c’est-à-dire 

(x — C)’4- (y — c’Y = a\ 


182, Considérons maintenant le cas où les deux dérivées 
qui rentrent dans l’équation proposée ont leur ordre différent 
de deux unités ; et soit 


(•) 


F 



d"y\ 

fix") 


= 0 . 


En posant 




il viendra 


F 



d’où 


d'p 

dx’ 


= f{p)- 


.Multipliant les deux membres par 2 dp et intégrant, on 
aura 

d’où l’on tire 

^ = \/ i)ïWP+c= ^{p), 

et, par suite. 



Si cette équation peut être résolue par rapport à p, on ob- 
tiendra l’intégrale générale y au moyen de m — a quadra- 
tures qui introduiront un pareil nombre de nouvelles constantes 
arbitraires. .Mais si cette équation ne peut pas être résolue 
par rapport à p, alors il faudra opérer comme il suit : 

On intégrera m — a fois l’équation = p, après avoir 


multiplié chaque fois par dx= -4^, 

fiP 


et l’on obtiendra de 


cette manière l’expression de y en fonction de p ou y= F(p}, 
expression qui contiendra ainsi »i — a constantes arbitraires. 
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En éliminant ensuite p, entre celte équation et celle ( 2 ), on 
aura une équation entre x,y et in constantes arbitraires, et 
cette équation sera l’intégrale générale de la proposée. 


INTÉGIIATION DES ÉQUATIONS QUE I.'ON PEUT ABAISSER A UN 
ORDRE INFÉRIEUR. 


183. Soit l’équation d’ordre m : 


/ (/"// _ 

V ’ ■■■ 

On peut abaisser de n unités l’ordre de cette équation. Il 
suffit, en effet, pour cela, de poser ^ = p , ce qui donne 


F 



dp d”~'';/\ 

’ dx' f/x™""/ 


= 0 , 


équation qui n’est plus que de l’ordre m — n; et si l’on peut 
intégrer cette équation, puis la résoudre par rapport à x ou 
à p, on obtiendra l’intégrale générale par les mêmes moyens 
que dans le cas qui précède. 

184. Soit encore l’équation 


F 




dx' dx"") 


qui ne renferme pas x. Par le changement de la variable in- 
dépendante, on réduira cette équation à celle 



dx d'x d"x\ 

^y’ dÿ’ ’ dy’'} 


et en posant ^ = P* tdjaissera cette dernière à un ordre 


inférieur. 
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ày 


185. On peut encore poser, dans ce cas, = P; d’où 

d'y dp dp 

dx' dx ^ dy' 

5 ? = ^^ = '' ‘VT,) ='' 7p + ’’-j?' 

dx dy 

ce qui donne, en substituant dans la proposée, 

/ dp rf"“'p\ 

équation qui n’est plus que l’ordre m — i . 

186. Lorsque l’équation 

(.) 

est homogène par rapport à y, on peut abaisser 

son ordre d’une unité. 11 suffit, pour cela, de mettre cette 
équation sous la forme 


(a) 


dx' dx'' dx” 

TT y 


1 dil , (udi 

car alors en posant ^ = yu ;d où y = e , on a 


^ = 


dx 


d'y 

Judx 

dx' “ 

C 

dji^ 

j/udx 

dx' 
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valeurs qui, substituées dans l’équation ( 2 ), la réduisent à 
une autre d’ordre m — 1 entre x et u. 


187. Proposons-nous, comme application, de déterminer 
la courbe dont le rayon de courbure est en raison inverse de 
l’abscisse. 

L’équation dillérentielle qu’il s’agit d’intégrer est la sui- 
vante : 


[■+(^)T . 

d'y ix' 

dx' 

et en posant ^ = p, d’où = ^, on réduira cette équa- 


tion à celle 

(i-f p’)* _ a* 


dp ax’ 

d’où 

dx 


axrfx= — — 

Intégrant on a 



x’-l- c = — 


et si l’on tire de là la valeur de p, savoir 


P = 


x'-{-e 

V^a‘ — (x* — c') 


l’équation V — J' 


pdx+c' donnera 


J V“‘— 


équation qui est celle de la courôe élastique. 
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188. Cherchons encore la courbe dont le rayon de cour- 
bure est proportionnel à la normale. 

On a 






m étant une constante ; et en posant 


dy 

dx 


=/>. 


d’uù 


rf*y dp dp 

dx* dx ^ dy 


on réduit cette équation h celle 


d’où 

Intégrant on a 


=rp»iÿ(i ^ 


dy mpdp 

y 


{/ ffi t/ 


On a donc 



équation différentielle binôme que l’on peut intégrer, d’après 
ce qui a été dit au n“ ( 19 ). 


189. Examinons les cas particuliers de m = 1 et de m = a, 
où cette intégration est possible. 
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1" Soit tn = I, l’équation diiïérentielle de la courbe sera 


dx = 






et, en prenant le signe supérieur, on aura 

yiy 


dx = 


d’où 




équation d’un cercle ayant son centre situé sur l’axe des x. 
En prenant le signe inférieur, on trouvera 


dx-. 


d’où 


cdy 

V'ÿ« — 


X — c'= cl 




et, par suite, en remplaçant x — c' par x 


ou 





équation qui est celle de la chaînelle. Cette courbe jouit donc 
de la propriété d’avoir son rayon de courbure égal à la nor- 
male et dirigé en sens contraire. 

2» Soit m= 2. On aura 


dx = 



1 
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et en prenant le signe supérieur, il viendra 



équation qui est celle d’une cycloïde dont la base est sur 

l’axe des x, et dont le cercle générateur a pour rayon On 

sait, en effet, que dans cette courbe le rayon de courbure est 
double de la normale. 

En prenant le signe inférieur, on aura 


d’où 

et 


dx = 


y cd)/ 

\y— f 


4 


X — c' = 




i 



4c(y — c)=(x— c')’, 


équation d’une parabole dont l’axe est perpendiculaire à celui 
des X. 
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INTÉGRATION DES ÉQUATIONS LINÉAIRES D’UN ORDRE 
QUELCONQUE. 


PROPIUÉTÉ DES ÉQUATIONS LINÉAIRES SANS SECOND MEMBRE. 


•190. On appelle équations linéaires celles dans lesquelles la 
fonction cherchée y et ses dérivées n’entrent qu’à la première 
puissance, et sans se multiplier entre elles. 

Ces équations sont généralement de la forme : 


(,) Ü'h.pQ+q'' 

' lix” rfx"-* ' 


i?r4 + -+Tg+tii,=y, 


P, Q,... T, U, V étant des fondions quelconques de la va- 
riable indépendante x. 

Lorsque le second membre V manque, ces équations jouis- 
sent d’une propriété fort remarquable, et qui consiste en ce 
que si plusieurs fondions particulières y,, y, ... y, satisfont à 
celle équation, la somme de ces fonctions, amsi que cetle de ces 
fonctions multipliées par des constantes arbitraires, y satisfera 
également. 

En effet, soit l’équation proposée 


(l’^y d"’-'v d 


du,"- 


... + T^+U,= o. 


Eu mettant successivement dans cette équation, à la place 

TOME II. 18 
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de y les valeurs particulières y,, y,, ...y„ qui sont censées 
Y satisfaire, on aura 


, prf-V/. , 

dx" dx"'* dx"-* ' 

.+T^+Uj. = „, 

‘/".Va 1 P 

dx" dx"-‘ 

dx" ’ 

.+Tfe + Uj,, = o, 

<^"y» 1 p<^"“'y, 
dx" dx"-’ 

^ ^ dx"-’ ^ 

..+T|- + Uy. = „. 


Multipliant respectivement ces équations par des constantes 
C,, C,, Cj... C„, et ajoutant les produits, on trouvera 


G ^ , G ^4-C 
dx" ^ dx" ^ 


"ÿa 


dx” 


... + C, 


dx" 


+ P 

+ • 


(c, 


dx"-' ’ dx— ' dx"-‘ + "• + ' 


dx"-' / 



+ lJ{Ci.yi + ^'tVa + ^aÿa + ••• + ^«) = 


résultat identiquement nul, et qui est le même que celui que 
l’on obtiendrait en faisant y = ('-,y, + Cjy, + ... +(’.„y, dans 
l’équation proposée (2). D’où l’on conclut que cette valeur 
de y satisfait à l’équation (2) ; et, comme elle renferme un 
nombre m de constantes arbitraires, elle en est l’intégrale 
générale, d’après ce qui a été dit au n" (142). 1! suit de là que 
si l'on connaît m solutions de l'équation (2), c’est-à-dire m va- 
leurs particulières y,, y,,... y„, satisfaisant à cette équation, 
on obtiendra son intégrale générale en posant 

(3) y = G,y, + Cî!/l -f Clda -l- ••■ + Cnî/m, 


pourvu que l'on puisse déterminer les constantes C,, C,, . .. C„, de 
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manière que pour une valeur quelconque de x, il soit possible 
lie donner à y, ... des valeurs touf à fait arbitraires. 


INTÉGRATION DE L ÉQUATION LINÉAIRE COMPLÈTE. 


191. L’intégration de l’équation linéaire complète 

(•) 


d"u , _ d"*"'v . ^ d 

— i 4- P i 4-Q 

" ^ dx"-‘ ^ dx"^* 


dx 


- + -+T^ + Uy = V, 


dans laquelle P, Q,... T, U, V désignent toujours des fonc- 
tions quelconques de x, se réduit à l’intégration de l’équation 


(>) 


J’.y ^ jm-iy 

dx" dx"-‘ ' ^ dx"-* 


+ ...+p|+Ui, = ., 


que nous venons d’examiner; et il suffit de connaître un 
nombre»! de valeurs particulières satisfaisant à l’équation ( 2 ) 
pour en conclure l’intégrale générale de l’équation pro- 
posée ( 1 ). 

Soient donc y,, y,, y,, . . . ces m valeurs particulières 
satisfaisant à l’équation ( 2 ). L’expression 

(3) y == -l- c,.y, + t'a!/’ -H 4- 

y satisfera également, et comme cette expression renfeme 
m constantes arbitraires, elle en sera l’intégrale générale, 
d’après ce qui a été dit au n* (i4«). Or, on peut remplacer les 
constantes arbitraires C„ G,, . .. C„ que renferme l’équation (5) , 
par des fonctions de x tellement choisies, que cette équation 
devienne l’intégrale générale de l’équation ( 1 ); et il s’agit 
alors de déterminer les fonctions G,, G,, ...G„ de manière 
que la valeur de y satisfasse à l’équation (i). Or, nous al- 
lons voir que cette détermination n’exige que de simples 
quadratures. 
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En effet, si l’on différentie l’équation (3) où G,, G,, G,, ... C„ 
sont regardées comme des fonctions de x, on aura 


dy 




dVt ,r 




z: = Ci + — + G, ^ + 


dx 


dx 


dx 


dx 


, dC, , dC, , dC, , , dC„ 

+ ■ d7 + ^ * dT + dJ + dF ’ 


et posant 


dC, , dC, , dC, , , dC„ 

+ + + - + d7“°’ 


il en résultera 


^y — r ^y^ 1 f ‘'y* I r 


yym 


w ë = c.^ + c,^+c,^’ + ...+c„^. 


dx 


dx 


dx 


dx 


comme si C,, G,, G,, ... G„ étaient constants. 

En dilTérentiant de nouveau celte équation, on trouvera 

/AI <^’y_r ‘^’y'-L.r ‘^'y« I i r ‘^’y- 


dx’ 
à cause que 


dx’ 


dx’ 


dx, 


, <^yi ^ I , I **yiw *‘^1 

J_ -T .V.. i- rfj_. +• •-!- J_ J_ — O- 


dx dx dx dx 
On aura de même 


dy, dC, _ 
dx dx 


(f) 


dx 

en posant 


'JL-C ^-l-C ^4- 4-C ^ 


dx, 


dx’ 


dx” 


dx’’ dx dx' dx dx' dx ' 


dx’ dx 


:o; 


. . . d’”~'u 

et, ainsi de suite jusqi; à inclusivement. On parvien- 

dra de cette manière 
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dx"* * * de*" * dx”* 

m — 1 | 

dj:”*-' dx 


, , d"'-'!/, dC^ , d-'y,dC, , , d"’-'ÿ„rfC" 

dx ' dx"^‘ dx dx" ‘ dx i* j » 


et substituant ces valeurs de y, dans l’équation 

^i), on aura 

c.(g; + r£a + Q£S + ... + r&+o,,) 
(4)+c.(g; + Pgÿ + g^. + ..,+Tfe+u,.)!^^_ 


+ 


dx“~' dx ' dx""' dx» 


JL' LJ* _|_ L ^ ^*4- 4- ^'y- fî2; 

— 1 Wr ' W ^">-1 l ~ ••• "T 


équation dans laquelle les facteurs de C,, C,,... C, sontnuls, 
puisque, par l’hypothèse, les fonctions y,, y,,... y„ satisfont 
séparément à l’équation 

w 2+'’£^+«£3+-+''S+'^»=‘'’ 


L’équation (à) se trouve ainsi réduite à 


d"-’y„dC, , 

dx"“' dx dx”* ' dx dx"*'* dx ' dx"*'* dx ’ 

dG dC dC 

et l’on a pour déterminer — les équations («) 

(6),(c)... (ffi). 

Soient 

^-Y ^*-v 

dx ~ dx “ '••• dx ~ 


X,, X,, ... X„ étant des fonctions x. On aura en intégrant 
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. =/ X,c/x + a,, 

C,=J X,rfx + a,, 

<-« = f X«dx + , 

et, par suite, 

y=!/i f (“•■!" j + X„rfx^, 

expression qui est l’intégrale générale de la proposée, puis- 
qu’elle renferme m constantes arbitraires a,, a^, ... a„. 

Ainsi, il suflit de connaître m solutions particulières de 
l’équation («), pour en déduire l’intégrale générale de l’équa- 
tion (i), et ce calcul n’exige que de simples quadratures. 

192. Si l’on ne connaissait pas m intégrales particulières 
de l’équation proposée, ce que nous venons de dire ne serait 
plus applicable de la même manière. 

Supposons, par exemple, que l’on ne connai.sse que ni — i 
ntégrales particulières de l’équation (2). On ne pourra plus 
établir entre les m — 1 quantités G,, G,, G,, ... G„ , que 
m — 2 relations arbitraires; et en substituant dans l’équa- 
tion (1) les valeurs de ^ et réduisant les 
' dx dx, dx„ 

termes qui se détruisent par hypothèse, on sera conduit à une 
équation <b = V, dans laquelle entreront les dérivées pre- 
mières et secondes de G,, G,,...G„_,, savoir: 

‘ ’ dx dx 

dC„_i d’G, d'i', d’G„,_i 1 • . . i- 

— ; — ; -p-r,... - , . . Lesm— a relations établies entre 

d.r dx dx' dx' 


dC, dC, dG,„_j • 1, • , r • 1 

t,— ’,... — — détermineront ces dérivées en fonction de 
dx dx dx 

dC 

et en les substituant dans «I> = V,on obtiendra uncéqua- 
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tion linéaire du second ordre où entreront seulement — 

dx 

d*C 

— Cette équation sera réductible au premier ordre, en po- 
sanl et pourra toujours s’intégrer généralement 


comme on l’a vu n° (i 5 1), ce qui fournira ainsi deux constantes 
arbitraires. Par de simples quadratures, on obtiendra ensuite 
les m — 9 . autres quantités C,, G,, ... C„,_j, et ce calcul four- 
nira encore m — 2 nouvelles constantes arbitraires. Il en ré- 
sulte que l’expression 


y — -f- C,yj -f- . . . -f- C„_ ,y„_i 


renfermera les m constantes arbitraires C,, C,,... C* et sera, 
par conséquent, l’intégralegénérale del’équation proposée (1). 

Si l’on ne connaissait que m — 2 intégrales particulières de 
l’équation {2), on ne pourrait établir, entre les m — 2 quantités 
C,,C,,... C„_j, quem — .) relations, et l’on seraitalors conduit à 

dCi 

une équation ‘I>=V, dans laquelle entreraient les dérivées-^, 
^ d*C, (PC, (PC. d’‘C„ 

dx ■< dx ’ dx' ’ dx' “ dx' ’ dr’ ’ dx' ’ dx' . 

, . .Il* d(j, dC- dCm _3 , 

Les m — 2 relations établies entre — ; — déter- 

dx dx dx 


mineraient ces dérivées en fonction de et en les sub- 

dx 

stituant dans <I‘ = V, on aurait une équation différentielle li- 
néaire du troisième ordre où G, n’entrerait que par ses déri- 

lUh iLli. On pourrait encore réduire cette équa- 

dx dx' dx' 

dC 

tion au second ordre, en posant =s, et s’il était possible 


de l’intégrer complètement, on en déduirait l’intégrale géné- 
rale cherchée de la môme manière que dans le cas qui 
précédé. 

Eu généralisant ce qu’on vient de dire, il est facile d’en 
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conclure que si l’on connaît m — n intégrales particulières de 
l’équation ( 2 ), on pourra ramener l’intégration de l’équation 
complète (i), et par suite aussi celle de l’équation ( 2 ), à 
l’intégration d’une équation linéaire d'ordre ii. 

193, Cas particuliers. — Dans le cas où l’on connaît une 
intégrale particulière de l’équation 


d“i/ d’"~'u 

> 3-^ + P-; — ^+Q 

' ' dx" ' dx"^' ^ ^ 


dx 


S + -+Tg + u» = v, 


la recherche de son intégrale générale se ramène facilement 
àcelle de l’intégrale générale de l’équation ( 2 ). En effet, soitii 
cette intégrale particulière. En posant y = u -|-3 dans l’équa- 
tion (i), et supprimant les termes qui se détruisent par hy- 
pothèse, on trouve 


d"; d'^'z d’"~*z 

dx" ' dx"-' ^ ^ dx"-' ^ 



Uz = o, 


et la recherche de l’intégrale générale de l’équation ( 1 ) se 
trouve ainsi ramenée à celle de l’intégrale générale de l’équa- 
tion ( 2 ). 


MÉTHODE DE CAÜCHY. 


194. Reprenons les deux équations 


(.1 2 + p£3+Q^ + ....+ Tg + u, = KM, 


(=) 


dx” 
d"z 
dx" 


d"-'z 


dz 




dx' 


dx 


et soit s=cp(x,a'j une valeur de : satisfaisant à l’équation ( 2 ), 
et telle que pour x = x, on ait : 


dx 


fz 

dx' 


— O, 


dx" 


d"~'z 


— O, 


dx" 


T=F(a). 
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Posons 


y— f J 


En différentiant cette équation par rapport à x, limite su- 
périeure de l’intégrale, on aura 


dy , . , /'•‘rfç x, a' . 

^ = ,(x,x)+ / 


Mais par liypotlièse y (a, a) est nul ; donc <p(x, x) = o, et 
par suite 

cly dz 


dy dz 

dx J. dx 


On trouvera de la même manière : 


d’y d’z J d"“'y j‘* d'^~'z j 

d^’ dx-' “j, d^' ’’ 

d™'/ d^z , 

-X- — Fi x) -1- / -, — da. 
dx" ^ Jo dx” 

Substituant ces valeurs dans l’équation (i), on obtiendra 

ou 0 = 0, puisque par hypothèse s vérifie l’équation (a). Donc 
la valeur 

y=f^ sda 

satisfait à l’équation (i ) ou en est une intégrale particulière. 

En désignant par u cette intégn le particulière, et po.sant 
j/ = u-(-i' dans l’équation (i): puis supprimant les termes 
qui se détruisent, on trouve 

rd"« , d”~'u d”~’u , . 'I , d”ii , ,, 

I “j — "i" P ~ 7 ~ — ï Q 1 *1“ * •* “f* bu — E(x) I “I — h * bx’ — O, 

Ldx" ~ dx”-'' dx”-’^ ^ ' dx" 
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Mais le facteur entre parenthèses est nul par hypothèse. 
Donc 


d'^v 


d"~'v 


^ + P + •• • + Up = o; 


dx' 


et si l’on peut intégrer généralement cette équation qui est 
de l’ordre ni, u + r sera l’intégrale générale de l’équation ( i ) . 


INTÉGRATION DE l’ÉQUATION LINÉAIRE A COEFFK.IE.NTS CONSTANTS. 


195. Proposons-nous maintenant d'intégrer l’équation 


(•) 


d^ ^ 

dx'" ' dx' 


^ ^ dx'"-* ^ 


..+Tg+U, = V, 


dans laquelle P, Q... T, U, V, sont des cocflicients constants. 
En posant ?j = y on ramène cette équation à celle privée 
de second membre 


' ^ i/x-" ^ dx"-' 


d"'-'u , 

■ U ^ -f •• 

^ dx'"-* ^ 




: O. 


C’est donc cette deinière qu’il s’agit d’intégrer. Or, si l’on 
peut trouver m solutions distinctes de cette équation, 
c’est-à-dire m valeurs de y, y satisfaisant, on obtiendra 
immédiatement son intégrale générale, comme on l’a vu 
n" (lyo) en multipliant chacune des solutions obtenues par 
une constante arbitraire et ajoutant les résultats. Cherchons 
donc ces m solutions. 

Posons 

y - 

a étant indéterminé. On aura en général 
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et substituant cette valeur dans l’équation (s), il viendra 


(3) a" -|- Q"””* "l" ••• 4' '1'® + U =o. 

Soient a,, a,, fl,..., fl„, les m racines de cette équation. La 
proposée sera satisfaite par chacune des valeurs 


— ,.*1^ 


.Vi = e 


y, = 


y m — 


Jml. 


ce seront les m solutions cherchées, et l’on aura, en consé- 
quence, pour l’intégrale générale 


(4) y = 

G,, G,, G,,.., G„, étant des constantes arbitraires. 


106. Il est aisé de démontrer que l’équation (4) est bien 
l’intégrale générale de l’équation proposée (a). Il .suffit, en 
effet, pour cela, de faire voir qu’on peut déterminer ces con- 
stantes G,, G,, ... G„, de manière que pour une valeur particu- 
de X, X = O, par exemple, la fonction y et ses m — i pre- 
mières dérivées^, ~ ..., aient des valeurs arbi- 

(ix dx' dx" ' 

traires que nous désignerons respectivement par y,, y'„, y,",... 

y,""'- 

Or, en différentiant l’équation (4), on en déduit 


dx 


= G.a,e»>' 




rf'y 

dx’ 


C,fl.V‘-'+C.aV‘’^+-+C„a- 







et faisant x = o dans ces équations, on a pour déterminer 
G,, G,,... G„, les suivantes : 
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I c, -f C, -f c, -f- •• • + c„ — »/o , 

I ^1^1 “f" ^3^3 *" ” y 0 I 

(5) < C,a,’ -[- C,iï,’ -f- ••• + = 


I r.a,-' + C,^-‘ + C,ar' C„n„”- = y„<— 

Multiplions la première par une indéterminée h, la se- 
conde par k', etc. , et la dernière par i ; puis ajoutons-les. 
On aura 

C,(*-f ka^ -f />■"«,’ -f" ••• +''i"~‘) 

+ k"a* -f- ... -1- ••• ) + ••• 

= + *'y’o + li'Yo + •• • . 

ou en posant 

A -1- fc'« A"fl* a"‘~‘ = tp(o), 

f-i 1 H" 0.<p(rt,) -F- • • + „) = A'y 9 k"i/\-j- . . . -f y»'" • 

Maintenant .si l’on veut déterminer C,, il faudra éliminer 
G,, C,,...C„, en prenant pourtp(a) une fonction telle que o^a,), 
ç(éi,)..., soient nulles, mais que <p(a,) ne le soit pas; 

et ces conditions seront remplies si l’on pose 

» <p(a)=(a-o,) (« — a, ) ..{(/— = 

F(a) représentant le premier membre de l’équation (3). On 
déduit de là 

?(«.) = FV'i). 

en sorte que la valeur de C, est 

^ — —J 

F l«.) 

On obtiendrait de la môme manière la valeur des autres 
inconnues G,, G,,.. . G„,: et comme les fonctions F’(a,), F (a,),... 
F (a„), qui ligurent au dénominateur de ces expressions, sont 
dilVérentes de zéro, i! s’ensuit que ces constanies seront 
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\ 

finies et déterminées, en sorte qu’il sera possible de satisfaire 
aux équations (5). Donc on peut toujours déterminer les 
m constantes G„, de manière que pour une certaine 

valeur x = o, la fonction y et ses m — i premières dérivées 
aient des valeurs données y„, yj'"*"”; ce qu’il s’agissait 

de prouver. 


CAS OES RACINES IMAGINAIRES. 


197. Lorsque l’équation (3) a des racines imaginaires, 
l’expression de y se présente sous une forme imaginaire. 
Mais rien n’est plus simple que de lui faire perdre ce carac- 
tère, et de la ramener à une forme réelle. 

Kn effet, soi -nt 


rt, = a-t-6y^ — i, fl, = a — 6 — I , 

deux racines imaginaires conjuguées de l’équation (3). On 
aura, pour les deux termes correspondant à ces racines dans 
la valeur de y, 

C,e“*^= c,/«+6v'“*)* ^ 
ou 

e“^[c,(cos6r + y — i sin<5x) -f-C, (cosGx — ^ — i sin 6x)] 

= + C,) cos Gx + V'^(C, — G.) sin Gx], 

ou bien encore, en faisant C,+ C,= A, (G,— G,) y/ — i = B, A et 
B étant deux nouvelles constantes arbitraires, 

= e**(A cos Gx -f B sin Gx), 

valeur qui est entièrement réelle. La même transformation 
s’applique aux autres couples de racines imaginaires. 
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On peut encore poser 

A = N cos n , n = — N sin n , 

ce qui donne 

e**(A cos6x-f- B sin 6x) = Ntf“cos(6r-t- n), 

IN et n étant deux constantes arbiti aires. 

198. Exemples. — i » Soit l’équation du second ordre 


On a 


zr*+"=“- 

<L = üzn ^ — I, 


et, par conséquent, 

y =z = A cos nx + B sin or; 

a' Soit encore 

d’y àu „ 


les trois racines de l’équation en a qu’il faut résoudre sont 
ici ; 

a, = a, 0^ = — i + y/— a, fl,= — i— y — a, 

et l’on a 

y = Ce’* -f e“* [a cos (x V a) B sin (x y a) ] • 


CAS DES RACINES ÉGALES. 


199. Lorsque l’équation (5) a des racines égales, les termes 
correspondant à ces racines, dans l’équation (4) , se réduisent 
en un seul, et l’oii a plus l’intégrale générale, puisque le 
nombre de constantes arbitraires est inférieur à m. Mais on 

• 
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peut encore, dans ce cas, en déduire l’intégrale générale au 
moyen de l’artifice suivant qui est dû à D’.\lenibert. 

Supposons d’abord que l’on ait deux racines égales, et soit 
a, = a,. On peut altérer infiniment peu les coefficients de 
l’équation (i), de manière que l’équation (3) n’ait plus de 
racines égales. Alors, en supposant 

«» = “i + 

on aura 

y = C,e*‘* 4- + . • • + 

= (G. + 4- . . . + 

ou 

y =e***^C, 4~ G, 4" C,8a;4- C, -j— ^ 4‘ + 0*''“"*. 


ou bien encore en posant 


C,4-C, = C, C,S = C', 



Maintenant si l’on fait 5 = o, on trouvera 


+ C. 


y=e»‘*(C 4- G'x) 4- ... 4* 

expression qui renferme m constantes arbitraires, et qui est^ 
par conséquent, l’intégrale générale de l’équation proposée. 

Le cas où l’on a trois racines égales a, = a,= a,, se ra- 
mène facilement à celui où l’on n’en a que deux; car en posant 
d’abord a, = a,, on a 

y = (C 4- C.x) 4- (i/»" 4- • • • + ; 

faisant ensuite a, =o, 4 - 5, et développant, il vient 

[ S* J.* ”i 

G 4" G, 4- (G' 4“ Gj8)aî 4" Cj -j— ^ 4* G, 4- •••J 

4-C^*“‘*4-...4- 
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OU en posant 

C + C, = C, C' + G,8=C, C, — = C", 

1 .3 

y = + C'a: + C'V + ^ +...) + C/"*' + ... + C^-*, 

équation qui satisfait encore à la proposée, et, cela, quelque 
soit 8. Donc, pour ô = o, on a 

y = (G + Cx G"x>) + C,e“‘ + . . . + 

expression qui représente l'intégrale générale, puisqu’elle 
renferme m constantes arbitraires. 

On procéderait de la même manière si l’on avait quatre 
racines égales; et l’on voit que, dans ce cas, les quatre termes 
correspondant à ces racines, dans l’équation (4), seraient 
remplacés par l’expression 

e“'*(G ^ C'x + C'’x> 4- C"’x>), 

en sorte que la valeur de y deviendrait 

y =e“‘® (G 4 C’x 4 C"x* + G'^x’) 4 C,e“»® + ... 4- G„e“"*. 

En général, si l’on a n racines égales à a,,’ on aura pour 
l’intégrale générale 

ÿ = e‘’>*(G4G’x4C"x’+C"'x"-f ... 4C'">x>->) 

+ C^,e“-^**4...4C„e'^. 


I.NTÉGRATION OE I-’ÉOUATION LINÉAIRE A COEFFICIENTS CONSTANTS, 
MAIS DONT LE SECOND MEMBRE EST UNE FONCTION DE X. 


200. Soit l’équation 


d’"y 

dx” 


d"‘-'y 


d""*ÿ , 


(0 5r^ + P5p;^ + Q:7:;:;;;^ + --+i':;r + Uy = F(x) 


dx" 


dx 
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dans laquelle P, Q,... T, U, sont des coeflicienls constants, 
et dont le dernier terme est une fonction de x que nous • 
désignons par F(x). Pour intégrer celle équation, nous • 
commencerons par chercher à intégrer celle sans second 
membre 


(>) 


dx 


dx" 




d"'~'ii , , dfj 

-, — fï + ”• + 1 :: — h Fÿ = O- 


On y parviendra toujours complètement, d’après ce qui a 
été dit au n° (190), et l'on aura pour son intégrale générale 


(3) y = G.s-'" + C.e-’»* + C.e“»^ + • • • + 


C,, C,,... C„, étant des constantes arbitraires, eta,, a,,... a„, 
les racines de l’équation 

(4) a"-f ?«”•-* + Ta + U = O. 

On déduira alors de cette intégrale celle de l’équation (i), 
comme on l’a vu n“ (191). 

On aura ainsi pour déterminer les inconnues G,, C,, G,,. . . G„, 
les m équations 




(5) 


dx 

dx 


dx 


dx 




dx 


.rfc„ 


t/c, 


f/c, 


f/c, 




T7 T;: + ■ • • + "" = F(x) ; 


dx 


dx 


dx 


et, employant la méthode d’élimination du n° (191), on en 
déduira, en désignant par ({a) le premier membre de l’équa- 
tion (4), 

.o,xdG, _ F(x) 

® — 7773 » 


TOHB n. 


C,= ’ 


f F(x)e dx 


fK) 


19 
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On aura de même 


C.= 


C,= 


« 1 + fF(T)e-“^dx 

TK) ' 

«, + J PCx)?""»* dx 

W ■ 


C- = 


*- + J 


dx 


f'M 


Pour l’intégrale cherchée, on aura donc 


(6) 




1 y — ■ 

/•(«.) 


«,+ jV(x)e-*'dxJ 



=>-+ 





»«î* 


201. Pour donner une application de ce qui précède, soit 
proposé d’intégrer l'éiiuation linéaire du second ordre 


d\v 

d7‘ 



V, 


dans laquelle P et Q désignent des constantes, et V une fonc- 
tion de X. Eu intégrant d’abord l’équation privée de second 
membre 


d’y du 
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nous aurons 

a, et a, étant les racines de l'équation 
a’ + Pu + Q = O. 

dij dC 

Nous aurons alors pour déterminer les deux équa- 

u«C UX 

tions 

^ e«i* 4- ^ — 


dx 

dC, 


dx 

dC. 


dx ' ^dx“*" 

d’où l’on tire par l’élimination 

dC. _ dC, Ve-'^ 

dx a, — O,’ dx a^ — o,’ 


et, par suite, 


G,= 


^■+i 


Ve dx 


C.= 


C.+/ 


Ve '*** dx 


Pour l’intégrale générale, nous aurons donc 


y- 


+/' 


Ve-“‘® dx^e~“‘* 


— (^’ ***** 


202. Maintenant, si l’équation 

û*-j-Pu + Q = o 

a ses racines a,, a, imaginaires, il faudra prendie pour la 
valeur"de y 
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y = e"*(C, cos sin 6x), 

et alors on aura, pour déterminer C, et C,, 

dC, g) I do, fff r , P 

— te®^cos6.i'H — e sin6x = o, 
dx dx 


dx 


- sin 6x + 6e“ cos 6x^ = V 


d’où 


et 


dC, Ve “^siriÊx dC, Ve cos Sx 

dx 6 ’ dx 6 ’ 


C.= 


C.: 


-J''' 


e sin Sxdx 


-/ 


6 ’ 
Ve~“^ cos Sxdx 




On aura, par suite, 

l^^e, — J Ve~“ sin Sxdx^cosSx — J Ve~“cosSxdx^sinSxJ 


valeur qui est entièrement réelle. 

203. Si les racines de l’équation 

a’ + Pa -f- Q = O 

étaient égales, l’expression de i/ donnée n» ( 1201 ) se réduirait 

à la forme On obtiendrait la vraie valeur de cette expression 

en dilTérentiant par rapport à a, son numérateur et son déno- 
minateur, puis faisant «, = a,, ce qui donnerait 

y=z— ^'x\e~‘‘‘^dx je'''^+^c, -f j’vc"*''dxje‘'''x, 


Digilized by Coogle 



INTÉClUTION DES ÉOCATIONS LINÉAIRES, ETC. 29.3 

OU en rétablissant, dans le premier terme, la constante c,, 

y=[c,—j'x\e-^'^dxy“'^+ [e,+ f Ye-^'^dx^xe'''^, 

expression qui est l’intégrale générale de la proposée, puis- 
qu’elle renferme deux constantes arbitraires c, et c,. 

'20^. Dans le cas particulier où V = o, cette expression se 
réduit à celle 

y = (<’. + 

ce qui s’accorde avec ce qui a été dit au n° ( 199 ). 


ÉQUATIONS UNÉAIRES QUE L’ON PEUT INTÉGRER GÉNÉRAI.E.MENT, 


205. On peut intégrer généralement toute équation de la 
forme 

+ ’ï(ax + b)^+\]!/=o 

dans laquelle P, Q,... T, U, sont des constantes. Car, en 
posant y = (ax + 5) ", et substituant dans ( 1 ), on obtient, 
après avoir divisé par (ax -f- b) ", 

fa(a — i)(a — a) (a — w -f i)a*" 

l-j- Pa(a — 1 ) (a — m a) -j- U = o, 

équation de degré m, qui donne pour a, m valeurs constantes 
“il “î H”® désignant par c,. c,, c„ des con- 

stantes arbitraires, on a pour l’intégrale générale 

y— èf'-l-r,(ox -f- ..-|-c„(«x - 1 - 
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Il faudrait modifier, comme on l’a vu n” (197) et (199), 
la forme de cette intégrale , si l’équation en a avait des ra- 
cines imaginaires ou égales. 


DES ÉQUATIONS LINÉAIRES DU SECOND ORDRE. 


206 . Considérons l’équation linéaire du second ordre 
(1) 




dans laquelle P et Q désignent des fonctions de x. 
On a par hypothèse 


(a) 


<^’y. 


dy, 




dx 


et, en multipliant la première de ces équations par y,, la se- 
conde par y, puis les retranchant l’une de l’autre, il vient 


Posons 

( 5 ) 

d’où 


dy . dy, 




On aura 

( 4 ) 

et, par suite. 


y _ du 

du 


dx* ^ dx* dx' 




D’après cela, on aura donc 


( 5 ) 
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OU 




,V| 


y.’ 


et, par conséquent, 

/ «-Pi» 

yi 

207, L’équation (5) fait connaître plusieurs propriétés im- 
portantes de l’équation sans second membre 




Et d’abord l’on voit que la fonction y et sa dérivée ^ ne 

peuvent pas être nulles en même temps. Car si cela était, il 
faudrait que la constante G lût nulle; ce qui ne peut avoir 
lieu dans le cas général. 

On voit ensuite que, entre deux valeurs et x, de x qui 
annulent y,, il doit se trouver au moins une valeur de x qui 
fasse évanouir y. En effet, la fonction y, s’annulant pour x=x^ 
et x = x^, on a pour l’une et l’autre de ces valeurs, d’après 
l’équation (5), 


.V 


dx 


< O. 


Ainsi , y et — sont de signes contraires. Mais quand x 

croîtdex„ àx,, ^change de signe pour une certaine va- 
leur a de a:; donc y doit aussi changer de signe avant que x 
devienne égal à a;, ; et l’on en conclut que la fonction y doit 
s’évanouir dans l’intervalle de x^ à x^. On verrait de même 
que, entre deu.\ valeurs dex qui annulent y, il doit se trouver ' 
au moins une valeur de x qui annule y,. Il en résulte que si 
l’on fait croîtrez d’une manière continue, les deux fonctions y 
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896 

et y, s’annuleront alternativement. Par exemple, l’équation 


a pour intégrale 




y = C sin X + C' cos x, 

et l’on vérifie aisément que les deux courbes représentées par 
les équations y = sin x, et y = cos x coupent alternative- 
ment l’axe des abscisses, et, par conséquent, s’annulent 
l’une après l’autre. 
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INTÉCnATION DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 
AU MOYEN DES SÉRIES. 


DÉVELOPPEMENT PAR LA SÉRIE DE MACLADRIN. 


208, Une équation dilTérentielle d’ordre quelconque 


F 



dx’ dx*’ dx"/ 


étant donnée, on peut se proposer de développer en série la 
fonction y qu’elle renferme ; et nous avons vu comment les 
théorèmes de Taylor et de Maclaurin s’appliquaient à ce dé- 
veloppement. On obtient, par ce moyen, une valeur approchée 
de l’intégrale, si la série est convergente. 

Soit, par exemple, l’équation 


En la différentiant un nombre quelconque de fois, on a 
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et faisant x = o dans toutes ces équations, on trouve 



On a donc 


y=y<.(> 


■ax-\- 


a’x’ 

1.3 


a'x’ 

1.3.3 


+• 


■) 


_f^( «-g* , \ 

\ i .2.3.4 1.2.5. 4. 5 1.2. 3. ..6/* 


ou 


y=yo«' 


66 / 


i -i- ox- 


+ 


a’x’\ 

1.23/ 


oubien,enreniplaçantÿ„ — ^ par une constante arbitraire 



20t). Lorsqu’il arrive que pour ,r = 0 , certaines dérivées 
deviennent infinies, alors la série ne contenant plus un nombre 
m de constantes arbitraires ne représente plus l’intégrale 
générale de l’équation proposée, mais seulement une inté- 
grale particulière. Dans ce cas, on obtient l’intégrale géné- 
rale par le procédé du n” (hji). 

Soit, j)ar exemple, l’équation du second ordre 


(>) 


rf*V , dij , 


En la dilTérentiant un nombre infini de fois, on trouve 
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rfy 




X 


rf‘.y , , rf’y , rf’.y , 


rfy 


dx« ' 


'^‘•v , „ rf’.y 


dj:* 




dx" 


{ +("« + 0 ^ + 


dx’ 


d"-*y 
dx^ 


• = O. 


Faisant dans toutes ces équations jj = o, on a 

dy d*y ny d*y rf‘y n’y 

dl~"*^ d^~~T' Jx^~°’ d^~“5* 

La formule de Maclaurin donne alors 


/ nx’ , n’x* \ sinxvn 

+ 1 . 2 . 3 . 4.5 7 

et en remplaçant par une constante arbitraire G, on ob- 

y« 

tient 


y=, 


C sinx^n 


expression qui n’est qu’une intégrale particulière de la pro- 
posée (i), puisqu’elle ne renferme qu’une seule constante 
arbitraire. Pour obtenir l’intégrale générale, il faut, confor- 
mément à ce qui a été dit au n° (191), considérer C comme 
une fontion de x; et l’on est ainsi conduit à une équation 
linéaire du premier ordre, d’où l’on déduit 

C = C'-t-C" cot X \jn. 

G' et G" étant deux constantes arbitraires. L’intégrale générale 
est donc 

C' sin X 4-G" cos x\/n 

(a) ÿ= , 
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Si au lieu de la formule de Maclaurin, on s’était sem de 
celle de Taylor pour le développement de y en série, on serait 
parvenu à un résultat identique à celui (a). 


MÉTHODE DES COEFFICIENTS INDÉTER.MINÉS. 


210. La méthode des coefficients indéterminés offre un 
nouveau moyen de parvenir au développement en série de 
l’intégrale d’une équation différentielle donnée. 

Pour en donner un exemple, nous prendrons Téquation 
déjà traitée dans le numéro précédent et que l’on peut écrire 
sous la forme : 


Soit 


d*u , a rfi/ . . 

3P + ÎÈ + "■*=”■ 


: a, "l” "!"• ••• 


son intégrale, a, 6, y, étant des nombres croissants, et 
a,, a,, fl J ... des coefficients qu’il s’agit de déterminer ainsi 
que a, 6, y ... On aura 

ny=na,x“-|- na,a;® -t- nrtja:^+ i 

^ =n,ax''“' +a,6x®"‘ + 

^ = o,« (a— I )x““* + n,6,6 - i )x®~ * + fl^y (y — i ) x "’f"’ + , 

et subsistuant dans la proposée, il viendra 


+ «»ir (f + + =0- 

Or, cette équation devant être identique, il faut que les 
coefficients des différentes puissances de x soient nuis sépa- 
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réuient ; et coumie le plus petit exposant est a — 2, on devra 
avoir, avant tout, 


o,a(a-fi) = o; 

ce qui exige que l’on ait a = — 1 ou a = 0, a, ne pouvant 
être nul. 

Soit d’abord a = — 1 . Les exposants les plus petits qui 
viennent après a sont a' et 6 — 2 ; et il peut se faire que l’on 
ait 6 — 2 = a, ou 6 — 2 < a. .Soit 6 — 2 < a : alors le terme 
flj 6 (6 4- i) ne pouvant se réduire avec un autre devra 
être nul de lui-même , ce qui exige que l’on ait 6 = 0, ou 
6 = — 1 ; et il faudra toujours prendre 6=0, car on a par 
hypothèse a < 6, Les exposants qui viennent ensuite sont 
a et Y — 2 ; on devra poser 7. = y — 2, car le terme nax^ ne 
pouvant s’évanouir séparément, devra se réduire avec un 
autre. Donc : 


Tf=i, a,Y (y - t-i) = o. 

On trouvera de la même manière 

0=2, = o 

e = 3, a, e (s - f i)=o 


On tire de ces équations pour les coefficients 


a.u' a.n^ 

«*= 

i.a 1.2.0 


.2,3,4’ 


a,n* 

I.2...5 ‘ 


On a donc 



n’x n‘x’ 

1.3 1.2, 3, 4 

«*x* ^ n*x* 

l.2,Ô I.3...5 
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OU 


y= 


a, cos nx 

X 


a, sin nx 
nx 


a, , 

ou bien encore, en posant a^ =C ,-^ = C, 

Ccos nx-l-C'sin nx 

y= ï • 

Nous avons supposé dans ce qui précède 6 — 2 < a. Si 
6 — a = a = — 1 , on aura 6=1; et le terme a, y 
(y + i)æt— * n’étant pas nul puisque y > 6 > 1, ce term 
devra être détruit par celui a, n* x 6; donc y — a = 6, et de 
même 


O — a = Y, ^ — 2 = 0 

On a ainsi pour les exposants 

6=1, Y ^ 3 , S 5 , Ê — 7 * 
et pour les coefficients 


a.n* 


i.a' *** i.a.5.4’ * 1.2. 3 . ..6 


Donc 


/i n’x , n‘x* \ fl, 

U “ ïïïï + 7:1^4 " "V “ “ 


cos nx 


expression qui est une intégrale particulière puisqu’elle ne 
renferme qu’une constante arbitraire. 

Si maintenant ou prend a = o, on trouvera 

a = o, Sz=2, y=^ 4 > E = d 


et, par suite. 


1 . 2 . 3.. .5 


a. sin nx 


nx 
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expression qui est encore une intégrale particulière. En ajou- 
tant les deux intégrales particulières qui précèdent, et faisant 

a,=C, ^ = C, on obtient pour l’intégrale générale 
C cos 


AUTRE MÉTHOÜE D INTÉGRATION. 


211. On peut donner une autre forme au développement 
en série de l’intégrale d’une équation différentielle d’ordre 
supérieur. 

Considérons, par exemple, l’équation différentielle linéaire 
du second ordre 


(0 


da’ ' dx ' 


où P et Q désignent toujours des fonctions quelconques 
de X, On peut d’abord ramener cette équation à celle plus 
simple 

d*z 


(») 


dx* 


H;. 


Car si l’on pose y = uz, on aura 

d*z du , ^ \ dz , /d'u , „ r o \ 

et déterminant u par la condition 


il viendra 

(4) 


du 

a-+P« = o, 


u=e' 
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valeur qui, substituée dans l’équation (3), la réduira à la 
forme (a). 

Cela posé, cherchons à développer la valeur de z en série 

convergente. Soient Z et Z' les valeurs que prennent - cl ^ 

pour une certaine valeur de x. En intégrant, entre les 
limites x„ et x, les deux membres de l’équation 

d’ï n ,àz 

=Rz, ou d-r- = nzdz, 

xi -1»* W r 


on aura 


rfi* ’ dx 

dz 

-=r+^R=d=; 
et par une seconde intégration 

z=Z-|-Z'(x — f dx f Rzrfx 

«/ Xq Xq 

ou en posant pour abréger 

<=Z+Z'(x — Xo), 

(5) Z = < + / rfx r Rzrfx. 

4/ Xq %/ Xq 

Maintenant si l’on remplace sous le signe j'y z par sa va- 
leur (5), on aura 

z = t+ / dx f IMdx 
J Xÿ J fo 

+ r dx ri\dx r dx r^zdx, 

J If, Jl„ Jxq Jx(, 

et si dans cette dernière on fait la même substitution , on 
obtiendra 

z = t-\-J' dx ^ R^rfx 

+ r dx f\dx rdx rwtdx 

•/Xo Jxq Jiq Jxq 

+ rdx f\dx Cdx C\dx Cdx (\zdx. 

4/ Xq 4/ fo 1/ Xo c' fç 4/ Xq 4/ Xq 
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En continuant de la sorte, on parviendra à exprimer la va- 
leur de Z au moyen d’une série indéfinie de termes dont cha- 
cun se déduira du précédent en multipliant par Rdj;‘ et inté- 
grant deux fois de suite par rapport à x entre les limites 
et X. 11 y aura exception, toutefois, pour le dernier terme 
qui contiendra toujours la fonction inconnue z; mais nous 
allons prouver que ce dernier terme tend vers zéro, à mesure 
que le nombre des termes delà série augmente, en sorte qu’il 
sera toujours possible de faire servir cette série au calcul 
approché de la valeur de z. 

Admettons, à cet effet, que x croisse d’une manière con- 
tinue entre les limites et x; et soient Ç, ;a, X les valeurs 
maximum de R, z, t, entre les mêmes limites, en sorte que 
R < î^, ï < |A, ( < X. Si l’on peut trouver pour [a une valeur 
finie, il sera démontré par h'i que z ne peut devenir infinie 
pour des valeurs de x comprises entre les limites x^ et x. Or, 
puisque entre ces mêmes limites, on a 

lu < !;X, 

on aura aussi 

I Utdx < j ÇXrfx, 

€/ JT(( t' Xq 

ou si l’on veut 

I Rt</x<îX(x — X,) 

Xq 

En intégrant successivement les deux membres de cette 
inégalité par rapport à x, on en déduira 



lUdx < ÇX 


(x — 

J 

I «Q 


I dx C Rrfx f dx f R/rfx<!;‘X 

tj Xq V Xq t/ Xq 


(x— X,)* 

1 . 2 . 3. 4 ’ 



I Rrfx I dx f Rtrfx<Ç’X 

Jxq Jjq Jxq 


(x — xJ» _ 

I. a. 3. 4-5. 6* 


et, ainsi de suite. 

TOME U. 
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De même, puisque entre les limites x, et a;, on a 
l«ï K- 


on aura 


ou 


I llzdx < / {iC'ix 

c/jo 

I Wzdx < |aÇ(j: — X, 
Jro 


et par l’intégration successive des deux membres de cette 
inégalité, on en déduira 


dx < (AÎ 


(x — x„)^ 

1.3 


rdx : 

J Ta Jxq 

/»J j-*x ,»i- (r — T V 

f dx f Hdx I dx I U:i/x < [aï* ^r-^. 

,/ Ao t/ V l 0 1,2. 0.4 

En général, on aura 

C\lx TlWx C dx rRz 

«/ Xq €/ Xq c/ Xq t/ 




1 . 3 . 5.. .311 

En vertu de ces inégalités, la valeur de z donne 


Z < î 


(•î; — a^o) , a^o)* 


+ 


1 . 3 . 3. 4 


1.3.3... 3n 


inégalité qui a lieu, à forlïori, si l’on prolonge indéliniment 
la série du second membre 

-|_ i;), ~ x„)> 


1.3 1 . 3 . 3. 4 

Mais cette série ainsi prolongée a pour somme 


Donc 


X < 


- ç ^ -f- ^-(A-AoiV^Xj^ 

^ Ao'VX (a— A o)|/>. I . [A^’*(X X)*" 

3 'L J l.3.3...3n 
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Maintenant si l’on observe que le terme 

X"(.c— [(-g— ■yQjv'Àr 

1.2 3 . an 1.2 5 . ..an 

décroît indéfiniment à mesure que le nombre n augmente, 
on voit que ce terme pourra devenir plus petit que toute 
grandeur donnée s. En prenant n suffisamment grand 
et désignant par M la plus grande des valeurs que peut 

prendre ^ »o) Vx _|_ g— ^o) v'xj dans l’intervalle 

de à X, on aura donc 

I < M -f- 

et cette inégalité ayant lieu pour toutes les valeurs de x, 
comprises entre x, et x, on pourra remplacer z par sa valeur 
maximum p, ce qui donnera 

|X < M -f |X«, 



Ainsi 

|A < M. 

Il est donc démontré par là que p ne peut devenir infini, et, 
par suite, que le reste de la série tend vers zéro à mesure 
que le nombre des termes augmente; en sorte que cette 
série est convergente et a pour somme l’intégrale ;. 

21;2- On peut parvenir d’une autre manière au développe- 
ment de l’intégrale 

* = dx j lUdx I dx I Wdx j dx j Rtda’-|- 

%J Xo t/ Xq «/ X() »/ t/ J*o 

En efl’et, posons 

- = “o "1" “i + “i + “j +•• ■+ 


Digilizfi.1 by Google 



.108 


LIVRE III. — CHAPITRE VIII. 


U,, U ét<ant des fonctions de x qu’il s’agit de dé- 

terminer, fonctions qui sont liées entre elles par la re- 
rf *3 

lation ^ = Rj, ou 
dx 


^ dx* 



U devant être remplacé successivement, dans cette équation, 
par u„. 

On satisfera à cette équation, en posant 


d*u 

dp 


d'u, 

dx* 


■Jir — — ^“i 


et si l’on désigne, comme au n* (21 1), par Z et Z' les valeurs 
que doivent prendre et ^ pour une valeur données, dex, 


puis que l’on suppose 


«, = O, «, = O. . . t/„ = O 


rftt, du, dii„ 

dx dx ’ dx 


= 0, 


on en déduira 


«0 = Z- 1 -Z'(x — x„) = t, 

(/, = / dx f Rtdx, 

Jxq Jxq 

M, = Ç dx j Rdx' C dx C Ktdx, 

*/ ^0 ^ Tq Xq ^ 

j ^x /*x i*j: />x px /»x 

dx I Rdx j dx j Rdz I dx 1 lUdx ; 

JO *^Xc J XQ J Xq j Xq 

et, ainsi de suite. 

En employant un raisonnement semblable à celui du 
n° (211), on prouvera ensuite la convergente de la série 
Z = «„ -j- M, “H ••• + 
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DÉTERMINATION DES SÉRIES PAR I.’lNTÉGRATION 

d'équations différenhelies. 

213. Nous venons de voir comment, une équation diiïéren- 
tielle étant donnée, on pouvait en déduire l’intégrale sous la 
forme d'une série. Or, réciproquement, étant donnée l’intégrale 
d’une équation différentielle sous môme forme, on peut se 
proposer d’en déduire cette équation. 

Soit, pour exemple, la série 

X* X* X* 

^ * i.a ^ i.a.5.4"^ i.3.3./i ' 

qui est égale, comme on le sait, à cos x. » 

En la différentiant deux fois de suite, on a 

X» X* 

dx’ 1.3 1. 3.5.4 

nouvelle série qui ne diffère de la proposée qu’en ce que le 
signe — y est remplacé par le signe +. On peut donc l’éliminer, 
ce qui donne pour l’équation différentielle cherchée 



En effet, en intégrant cette équation qui est linéaire, on a 

y = C cos X + G" sin x. 

Mais G = 0 et G" = I ; donc y = cos x. 

Soit encore la série 

x’ I X* x" I 

^ 
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chapitre VIII. 


En la dilTérenliant, on a 

dy X a:’ _L 

dx a a*. 4 a*-4‘.6 

On peut faire disparaître le dernier facteur des dénomina- 
teurs des chaque terme, en multipliant les deux membres 
par X, puis les dilTérentiant, ce qui donne 


(/’v . dii x’ , , x’ 

X — '■ — — - — — x-i 

dx' ^ dx ^ aV4* a’.4M)’ 



La série entre parenthèses est celle proposée. En l’éliminant 
on a donc pour l’équation dilTérenlielle cherchée 





Digitized by Google 



CHAPITRE IX. 


INTÉGRATION DES ÉQUATIO.NS DIFFÉRENTIELLES A L’AIDE 
D’INTÉGRALES DÉFINIES. 


INTÉGRATION 1)1 S ÉQLATIONS DIFFÉRENTIKLLES A l’aIDK 
d’intégiules Définies. 


214. On ramène quelquefois la recherche de l’intégrale 
générale d’une équation différentielle quelconque, à celle de 
l’intégrale définie d’une fonction renfermant x et une autre 
variable par rapport à laquelle l’intégration s’éffectue, x étant 
regardée comme constanle. Pour en donner un exemple, soit 
l’équation 

d’// m dy 


(«) 






dans laquelle m et n désignent deux constantes. En intégrant 
cette équation par la méthode des coellicients indéterminés, 
on trouve 


î/,=A 1 — 


Ttjr 


+ 


i(w-f-i) I ,a(m -|- i) (m -f- 


i.a.5. ,/;(m -j- !) (m -J- - 
et ensuite 


+. 


y,= AV 


nx 


+ 


+ 


i(3 — m) 1 ,a(r) — »«) (5 — m] 
— nV*'’ 


+ 


i.a.5.../j(3 — m) (5 — m)...(i — m —i/>) 


+ .. .. 
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Ces deux valeurs de y, et y, renferment chacune une con- 
stante arbitraire, et représentent, par conséquent, des inté- 
grales particulières. En les ajoutant on aura donc l’intégrale 
générale, puisque celle-ci doit renfermer deux constantes 
arbitraires; on aura ainsi 


y = >J, + Vf 

On peut maintenant exprimer les valeurs de y, et y, au 
moyen d’intégrales définies; et il suffit de faire ce calcul pour 
la première seulement, attendu que la seconde s’en déduit 
immédiatement en changeant m en 2 — vt. Or, si l’on con- 
sidère la série 


, , a’ cos’ 6 , o‘ cos‘ 0 

cos (a cos 6) = 1 — — 

' ' i.a i.a. 3.4 


( — a’jPcos *'’0 
1 . 2 . 3. .. 2/7 


et que l’on multiplie les deux membres de cette série par 
sin ' QdO, puis qu’on intègre entre les limites o et Tt, on 
aura, en observant que 

f cos’*0 sin**Orf0 
0 

1.3.5. .{ik — 3) { 2 k — 1 ) 


2)(;a -j- aA-— 2)(.a-f aA) 
I cos(acos 0)sin"~* 0d6 = f sin^ 'O 


f*s\n^ 6d0, 
J 0 


+ 


—«•P / 

*■' A 


sin""' 6cf0 


i.a.3...p(»i -f 1 ) (m .3)... (m -|- 2 /» — 1 ) 
ou en faisant a = x 

y** cosfzy^n cos 0) sin""' 6d0 


f: 


sin"**' 0(i6 


ni* 




i(Hi-t-i) i ,a(m-f- 1 ) (w q- 3) 

«P r«p 

-J — L 

L ia..,/){m-|-i)(m-t-3)...(m-f ap — 1 ) 
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expression qui ne diffère de la série y, que du facteur con- 
stant sin*-' OdO. On peut faire rentrer ce facteur dans la 
constante Â, ce qui donne 


y, = A y' cos (x V^n cos 6) sin""' 6 d 9 , 

et, par suite, 

y, = A'x’“" I cos(xv/n cos 0 )sin'-" 6 dO. 

On a donc 

y = A / cos (xVn cos 6) sin"~‘ 6d6 

-)- A'x'“" / cos(x cos 6)sin'""6d6. 

•^0 

Cette expression représente l’intégrale générale de l’équa- 
tion (i), tant que m > o et m < 2. En dehors de ces limites 
on aura l’une des deux parties de y qui deviendra infinie, et 
l’expression de y étant réduite à l’autre partie ne sera plus 
qu’une intégrale particulière. On devra alors pour obtenir 
l’intégrale générale recourir au procédé que nous avons fait 
connaître n“ (206). 

215 . Examinons, en particulier, les cas où m = o et m = i . 
r Soit m = o, auquel cas l’équation (i) se réduit à 

d'y 

Le premier terme de l’équation (2) devient illusoire, mais 
le second subsiste et se réduit à 


y, = A'x / cos(xs/ncos6)sinede, 

J 0 

ce qui est une intégrale particulière. En effectuant l'intégration 
et désignant par G une constante arbitraire, on trouve 

y,=Csinxv^- 


Digitized by Google 



3U 


LIVRE lit. — CHAPITRE IX. 


La formule (2) donne ensuite pour l’intégrale générale 
y=Csinj;v^-}'L, cos x y « 

C, désignant une seconde constante arbitraire. 

2° Soit m = 2 . On a 


d’y , 2 dtj 


Le second terme de l’équation (2) devient illusoire, mais le 
premier subsiste, et en effectuant l’intégration, on trouve 
l’intégrale particulière 


Csinx V n 


On a par suite pour l’intégrale générale 
Csin X \fn 4- C, cos x\n 


3 “ Soit enfin m = 1. Les deux termes de l’équation (2) se 
réduisent en un seul et y représente une intégrale particulière. 
On obtient dans ce cas l’intégrale générale, en ayant recours 
à l’artifice suivant que nous avons déjà employé dans le cas 
des racines égales n« (199). 

Posons dans la valeur de y, 

mz=i -|-a; 

cette valeur prendra la forme : 

Ax~“ i cos(xy/n cosô) (sin6)~“ d6. 

J O 

et l’on aura, en développant 

x~^ = 1 — a/x -j- — f’x — 

1 .3 
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puis 

a* 

(sin 6)~* = I — a/ sia 6 -| /• sin 9 — 

1.3 

et ensuite 

(sin 6)-* = 1 _ a (/x + / sin 6) +. ... 

en sorte que 

cos(xy/ncos0)rf9— A'« r’'cos(x\/ncos6)(/x+/sin6)£/9. 

On aura de même pour y^ 

cos(xv/ncos9)dO + A«J^’'cos(x yn cos 9) / sin 9d0, 

et, par conséquent, en posant A + A' égal à une constante 
arbitraire G, 

y=C j cos(x v/n cos 9) rf9 

/•■K _ 

+(A— C)a / cos(xvncos9)(/x-|-/8in9)d9 

% a 

+ Aa ^ cos(x cos 9) Jsin9d9. 

‘ t 

Si maintenant on fait tendre a vers xéro et A* vers une 
constante arbitraire G, on aura à la limite 

('Tl — /’lt _ 

,V=C I cos(xvncos9)d9 + C, / cos(x y«cos9) /(xsin’9)d9, 

''t '■'o 

expression qui est celle de l’intégrale générale cherchée. 
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INTÉGRATION DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 
SIMULTANÉES. 


ÉLIMINATION DES VARIABLES DANS LES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 
SIMULTANÉES. 


216. On appelle équations différentielles simultanées d’ ordre 
supérieur, un système de m relations établies entre une va- 
riable X, m fonctions y, z,... u, de cette variable, et les dé- 
rivées des divers ordres de ces fonctions par rapport à cette 
variable. 

On peut toujours ramener l’intégration d’un pareil sys- 
tème d’équations au cas d’une seule équation différentielle 
entre la variable x et l’ime des fonctions inconnues y, u, 
que renferment les proposées. Car le nombre de fonc- 
tions et d’équations étant le même, on pourra d’abord éli- 
miner y entre les m équations données, et l’on aura ainsi 
m — I équations entre z, r,... u. On pourra ensuite éliminer 
Z entre ce m — i équations restantes, ce qui donnera m — 2 
équations entre r,.,. «; et, ainsi de suite. Après m — 1 élimi- 
nations, on sera donc conduit à une équation dillérentielle 
entre x et u, et de cette équation on pourra déduire u par 
l’intégration. 

Il reste maintenant à montrer comment cette élimination 
peut se faire. A cet effet, considérons le cas où l’on a seule- 
ment deux équations entre la variable x, deux fonctions y, z. 


Digilized by Google 


INTÉGRATION DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES SIMULTANÉES. 3t7 

de cette variable, et les dérivées des divers ordres de ces 
fonctions par rapport à cette variable, savoir : 


K 



dy d'^y _ dz d'x\ 
dx " dx"’ “ dx " dx’’) 
du d’y dz d''x\ 

^Tx-d?) 


= O 


= 0 . 


En dilTérentiant ii fois la première de ces équations, et in 
fois la seconde, on obtiendra m + n équations nouvelles, en 
sorte que joignant à ces ni + ” équations les deux équations 
proposées, on aura en tout m + n + 2 équations renfermant 
y et ses dérivées jusqu’à l’ordre m + n, et entre lesquelles on 

pourra éliminer les m-j-n + i inconnues y, 

qu’elles renferment. Il en résultera une équation entre z et x 
dont l’ordre sera égal au plus grand des deux nombres 
n + p, m + ?; et cette équation fera connaître z par l’in- 
tégration. On obtiendra de la même manière une équation 
entre x et y, d’où l’on déduira y. On voit par là comment on 
devrait opérer si l’on avait un plus grand nombre de fonctions 
et d’équations. 


ÉQUATIONS SIMULTANÉES DU PREMIER ORDRE. 


217. Considérons maintenant le cas particulier où l’on a 
m équations dilférentielles entre une variable x, m fonctions 
y, Z,... U, de cette variable et les dérivées premières de ces 

fonctions par rapport à cette variable ou En 

dx dx dx 

tirant de la première de ces m équations la valeur de ~ et la 

dx 

reportant dans les m — 1 autres; puis tirant de l’une de ces 


dernières ^ pour la reporter dans les m — a autres; et ainsi 
<uc 
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de suite, on parviendra à exprimer la dernière dérivée — en 

ClvC 

fonction de x, y, «; on aura, par suite, toutes les précé- 
dentes en fonction des mêmes quantités, savoir : 


di/ „ , 

dz ^ , . 

— =F,{x,y,z,...u], 

du 

y, 

et ces équations renfermeront m constantes arbitraires qui 
seront les valeurs de y, z,,,. u, pour x = x^, ainsi qu’il serait 
facile de s’en assurer par le théorème de Taylor. 

Maintenant si l’on dilTérentie la première de ces équations 
m — I fois, et que, à chaque fois, on substitue aux dérivées 
du premier ordre qui apparaissent leurs valeurs ci-dessus, on 
obtiendra 

du 

d'y 

(,i J !? = ■>. lw-«) 

I d"« 



Éliminant entre ces équations les m — i vai iables z, v , .., u, 
quelles renferment, il en résultera une équation d’ordre m de 
la forme : 


( 3 ) 



^ d'y 
’dx’ dx*’” 


dx"/ 


o; 


et de cette équation on pourra déduire y en fonction de x et 
de m constantes arbitraires. On aura, par suite, z, r,... u, en 
fonction des inêii es quantités. 
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REMARQUE SUR LFS INTÉGRALES u’UN SYSTÈME I)’ ÉQUATIONS 
DIFFÉRENTIELLES DU PREMIER ORDRE. 

218. Soient 

<f (x,y,ï,. .«) = c, 
ç, [x,y,z,...u) = c„ 


9«i-i 


les intégrales résolues par rapport aux constantes des m — i 
équations (h). 

Si l’on difl'ércnlie ces équations et que l’on substitue à la 

place des dérivées^, ^,... ^qui s’introduisent, leurs va- 
'■ dx dx dx 

leurs (i), on obtiendra des équations qui seront identiques 
en X, y, z,... u. D'après cela, on aura donc 


dx^ dy ^ dz 


dx dy 


F+^F,+. 


.+ gF-, = o, 



+ 



F + 


dz 


F.+...+ 


L' 

du 


en sorte que chacune des fonctions désignées par ip, p,, <p,,... 
(p„_,, satisfera à l’équation aux dérivées partielles 


d‘l> .d<u 

d'P 

+ F,(x,y,:...î/)^ 


+ 


d^ 


-r ..II) 
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la cai-actéristlque <t> désignant, dans cette équation, une fonc- 
tion de X, y, Z,... u. 


RÉDDCTIOÎ» d’un SYSTÈME m’ÉQU AXIONS SIMULTANÉES d’oRDRE 
QUELCONQUE A UN SYSTÈME OU PREMIER ORDRE. 


219. On peut toujouis ramener à un système d’équations 
simultanées du premier ordre plusieurs équations différen- 
tielles d’ordre quelconque. En effet, soit le système des deux 
équations 


{>) 

En posant 


dy 

d”y 

. d= 

^!!l\ 

dx ' 

" dx”'' 

“ dx " 

■ dx”) ' 


d"y 

dz 

d'>z\ 

dx ’ 

' dx”'' 

“ dx " 

■ 


_i — II' -2L — II" ■■ — ,i(>"-i) 


dz , dz’ 
dx~*'dx~^ 


dz^"-'^ 
~dT ~ * 


on aura 


F 

F. 


di/«i-t) ■] 

x,y,y',y"... 

■ dîfî-')-! 

Xiy,yy 


et le système (i) pourra être remplacé par le suivant qui est 
du premier ordre : 

dy , dÿ du™-') 

dx ^ ' dx ^ dx ’ 


(■^) 


dz , dî" 

^ dx ^ ’ dx 


dzii-^) 


dx 




dy'.”'—') 

dx 




) ,2 . 


'^x,y,y’,y\. 
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On voit par ce qui précède comment on devrait opérer si 
le système proposé renfermait un plus grand nombre d’équa- 
tions différentielles. 


INTÉGRATION DES ÉQUA TIONS LINÉAIRES SIMULTANÉES. — MÉTHODE 
DE d’aLEMBERT. 


■220. Considérons d’abord le cas où l’on a deux équations 
linéaires du premier ordre entre une variable indépendante x 
et deux fonctions y, de cette variable. Elles seront généra- 
lement de la forme 


et si l’on élimine tour à tour ~el— entre ces équations, on 

dx dx * 

les réduira à celles plus simples 

| + Pj + Qz=V, 

g + PV + Qz = V, 

dans lesquelles P, Q, V, P, Q', V' désignent des fonctions quel- 
conques de X. 

Pour intégrer ces équations on pouiTait suivre la méthode 
d’élimination donnée n” (21 G), et l’on parviendrait par ce 
moyeu à une équation linéaire du second ordre dans laquelle 
il ne rentrerait plus que l’une des fonctions inconnues avec la 
variable x. Mais il est plus simple d’avoir recours au procédé 
suivant qui est de D’Alembert. 

Multiplions l’une des deux équations ( 1 ), la seconde, par 

TOME 11. at 



Digilized by Google 



322 


LIVKK III. — CHAPITRE X. 


exemple, par un facteur indéterminé 9; puis ajoutons cette 
équation ainsi multipliée à la première. .Nous aurons 

(2) 0^^+(P+P0)y + (Q-ftJ'0)z = V + V'9. 

Posons ensuite 
d’où 

y=t 

Par ces substitutions, l’équation (a) deviendra 

J 

et en égalant à zéro le coefficient de z, on aura 
ilh 

;^+(P + Pe)0-(U + Q'0) = o, 

(5) ^ + (P+P'0)<_(V + V6)=o. 

La première de ces équations ne renferme que les variables 
6 et X. Elle est du premier ordre, mais non linéaire; et si 
l’on peut trouver pour 9 une xaleur qui satisfasse à cette 
équation, en la substituant dans la seconde, on réduira cette 
dernière h ne plus contenir que les variables x et t. On ob- 
tiendra par suite son intégrale, en appliquant àcette équation 
la formule du n° (i5i). 

221. Quand les coefficients P, Q, P', Q', des équations (4) 
et (5) sont constants, on peut sati.sfaire k la première de ces 
éfpiations en prenant pour 9 un nombre constant. Alors, on 
a il9 = O, et, par suite, 

(61 (P-|-P'0,0 — (Q+ Q0) = ,. 

équation du second degré dont nous désignerons les deux 
racines par 9, et 9,. 


t — y -j- Hz, 

=— 

dx dx dx dx 
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Cela posé, en appliquant à l’équation (5) la formule 
du n° ( 1 5 1 ) , on a 

Mettant dans cette expression à la place de 9 les deux va- 
leurs 9, et 9, qui satisfont à l’équation (6), et remplaçant 
< par J/-1- 9z, on aura donc 

ÿ + o,z = e-(P+P'e;x|^c, + V'0,)e(r+P'e,)^ytj, 

y + 0,: = e-(P+r'0,'i:j"c, -j- J (V-fV'O,) elP+P'W-fi/r J , 

équations au moyen desquelles on pourra déterminer y et u. 

222. Si les racines de l’équation ((>) étaient imaginaires el 
représentées par rta-j-êy — i, alors l’équation (4), à la- 
quelle 9 doit satisfaire, pourrait être mise sous la forme 


ou 


dx 


+ P' l(6-«)* + G«] = o, 


dO 

( 0 -»)’ + 6 ’ 


-{- V'dx = O, 


équation dont l’intégrale générale est 


1 0 ~ a 

3 arc tang — ^ — =c — P'x, 

6 O 

d’où 

0 = a S tang S (c — P'x), 

c désignant une constante arbitraire. 

En donnant à la constante c deux valeurs particulières 

quelconques; en prenant, par exemple, 6c = o et êu = - , on 

aura 

Q = a — 6 tang 6P a, 6= a -f- S cul 6 P x; 
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et ces valeurs substituées dans l’équation (7) donneront deux 
équations au moyen desquelles on pourra déterminer les 
expressions de chacune des variables y et s en fonction 
de X. 


223 . Si les racines de l’équation (6) étaient égales et re- 
présentées par a, l’équation (4) pourrait se mettre sous la 
forme 




ou 


dO 

(8^ 


-j- P'dx = 0, 


équation dont l’intégrale est : 


d’où 



— c + Fx, 


6 = a -|- 


1 

P'x + c’ 


c désignant toujours une constante arbitraire. 

En donnant à la constante c deux valeurs particulières 
quelconques, celles c = et c = 0, par exemple, on a 


o=«, 8 =»+^; 

et ces valeurs substituées successivement dans l’équation (7) 
donneront deux équations d’où l’on pourra déduire y et z 
en fonction de x. 

224. La meme méthode s’applique sans difficulté au cas 
d’un plus grand nombre de variables et d’équations diffé- 
rentielles. Considérons, par exemple, le cas où l’on a trois 
équations entre les quatre variables x, y, z, u, et auxquelles 
on peut toujours donner la forme 
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(ë + + 

^ '^ + P//+0'2 + h'«=v', 

Idu 

1 .7- + P".V + <r-ï + H' « = \\ 


Multiplions la seconde par 6, la troisième par 9'; puis ajou- 
tons les deux produits à la première. Nous aurons 

w j s +“ E +•' ê "îi'+W + cr*'+ Q-«> 

( ' +(R-|-R' 0 -j-R" 0 ')« = V-|-V 6 -l-V'' 0 '. 


Posons 

d’où 


/=y-f-6z-|-0'M; 


^=, et ÿ + 

dx ' dx~ dx dx dx " dx 


L’équation ( 2 ) deviendra par ces substitutions 

^ + (P + P'e + P"9')<- +(P+ P'6 -|-P"0')e -(Q + Q'O + Q"0') I 

rdo' -, 

- « + (P+P '9 + P"r)6'- (R-f R'6-f R' 0 j 

= V -f V 'O + V"0'; 

et en égalant à zéro les coeflicients de z et «, on réduira 
cette équation aux suivantes : 

do 

(4) + (P + P'® + P"o')0 - (Q + Q'6 + Q"6') = O, 

dV 

( 5 ) 5;^ + (P + P'® + P"O') 0 '— (R + R'ô + R'O') =0, 

(6) ^ -f (P + P'6 + P" 0 ')/ — (V + V'O — V"0') = 0, 

Les deux premières ne renferment que 6 et 6'; elles sont 
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du premier ordre, inrds non linéaire; et si l’on peut trouver 
pour ces variables des valeurs qui y satisfassent, en substi- 
tuant ces valeurs dans la troisième, on réduira cette équation 
qui est linéaire, à ne plus contenir que les variables x et t. 
Cette équation s’intégrera par suite au moyen de la formule 
du n”(i5i). • 

225. Dans le cas où les coeflicients P, Q, R; P', Q', R'; 
P", Q ’, R", sont constants, les équations (4) et (5j sont satis- 
faites par des valeurs constantes de 6 et 6, valeurs qui sont 
déterminées par les équations, 

( 7 ) (P -1- P'6 -f- P"8')6 - (Q -f- Q'9 + Q"6’) = o, 

(8) (P -}- F9 -f- P''6'iô' — (R -f R'6 -f- R''6') = o. 

Ces équations conduisent à des équations finales où 0 et 6 
monteront au troisième degré, en sorte que l’on aura trois 
systèmes de valeurs que nous représenterons par 5,0' ; 0,,0/; 
0j,0',. En substituant ces valeurs dans l’intégrale de l’équation 
(4) , qui est 

,_e-;p t-p’e+p’'9'j.r ^ ^ (R-f R'O-f 

et remplaçant ( par son expression en y, z, u, on aura 




[ci+ y* (R-l-R'6,-f-R"0',)c(‘’+‘”®i+'’"*'*)-^rfxJ 
r (R+R'0,+R"6',)e('’+'’''>'+''"«'«)^rfx ] 


équations d’où il sera facile de tirer les valeurs de y, z, «, en 
fonction de x, quelles déterminent. 

Ainsi, dans le cas où les coellicients .sont constants, les 
équations proposées (i) s’intégrent généralement. 
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Nous avons supposé, dans ce qui précède, que les équa- 
tions données étaient du premier ordre. Mais si ces équations 
étaient d’ordre supérieur au premier, on les ramèneraient à 
cet ordre, d’après ce qui a été dit an n’ (siq). 


INTÉGRATION d’üN SYSTÈME d’ ÉQUATIONS POURVUES DE SECONDS 
MEMRRES, DANS LE CAS OU l’oN CONNAIT LES INTÉGRALES DES 
MÊMES ÉQUATIONS SANS SECONDS MEMBRES. 


226. Prenons, par exemple, le système des trois équations 

+ + + = 

(<) P'y+Qz + R'« = V 

I du 

I — + P".v -t- Cfî + R"« = V" 


dans lesquelles P, Q, R, etc., désignent toujours des fonctions 
données de x. Je dis que si l’on connaît trois systèmes de 
fonctions satisfaisant aux équations sans seconds membres 

+ Pÿ + Q- + R“ = Oj 

(a) -f- P'y-j-Q; -{- R’“= O» 

f^ + P",V + Q"ï +»"« = '’, 

on pourra facilement en conclure les intégrales des équations 
(i), pourvues de .seconds membres; et, cela, par de simples 
quadratures. 

En effet, .soient 


yn-»s>“i 
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les trois systèmes d’intégrales particulières satisfaisant aux 
équations privées de seconds membres ( 2 ). 11 est clair que 
les équations 

( y — C|Vi + + C,y, 

(3) : = C.z, + C,î. + C,î. 

( U — C,tt, + C,M, + CjM, 

y satisferont également; et si l’on regarde les arbitraires 
C|, C,, C,, non plus comme des constantes, mais comme des 
fonctions de x, on pourra considérer les équations (3) comme 
représentant les intégrales du système (i). 

Cela posé, si l’on substitue les valeurs (3) dans les équa- 
tions ( 1 ), on aura, après avoir supprimé les termes qui sont 
nuis par hypothèse. 


(4) 


, dC, dC, dC, 

[y- dï+^*^+y» d^=^’ 


dx 


dx 


dx ^ • dx ^ * J- — * 


dx 


équations d'où l’on tire 

dC. _ dC,_ dC,_ 


X,, X,, X,, étant des fonctions de x. En intégrant, on aura 
donc 

C, = y*X, dx -f- a„ 

C,=Jx.dx-f 
C,= fx,dx-l-«„ 


valeurs qui substituées dans les équations (3) donneront les 
Intégrales générales du système ( 1 ). 
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227. Cas où les coefficients sont constants. — Lorsque les 
coefficients sont constants, on peut, au lieu de la niétliode 
de D’Alembert, se servir du procédé que nous avons employé 
pour le cas d’une seule équation différentielle. 

Reprenons, par exemple, le système des trois équations 

I ^ + Py+Qî + R« = o, 

^ + P'y + ü - + R'« = « , 

^' + P"y + Q"= + ff"« = o, 

dans lesquelles nous supposerons maintenant que les coeffi- 
cients P, Q, R, P', Q', R',... soient des nombres constants. 

En posant 

(a) ÿ = e“P*, Z = u = |Ae~P^, 

et substituant ces valeurs dans les équations (i), on aura 

( (P — p) + “ 

(3) P'+(Q'-_p)i-t-RV=o 

(p"4-Q"X4-(R"_p)pi=o; 

et si entre ces trois équations, on élimine les indéterminées X 
et }A, on sera conduit à une équation du troisième degré en 
p, savoir : 

(p-P) (P - Q') (p -R") - R'Q" (P - P) - RP" (p ~ Q') 

— QP'(p — R") — QR'P" — RP'Q" = O. 

Désignons par p,, p,, p,, les trois racines de cette équation, 
et par X,, X,, X„ pi,, [a,, pi,, les valeurs correspondantes de X 
et [A. Les équations ( i ) seront satisfaites par chacun des sys- 
tèmes particuliers. 

y = C^e~?i^, Z = u = C,iA,e"Pi^ 

y = C,e"iV, 2 = C,X,e"P*®, M = C,pi,e"P»^ 
y = C,e“Ps^, : = CjX,e"P»*, « = CjP,e"P»® 
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et l’on aura la solution générale de la question proposée en 
posant 

I y = + C,e-Ft* + C3e-P«* 

(4) \z= C,X,e-P.^ + C,X,e-P»" + C,X,e-P>^ 

(« = C.iA.rPi^ + C,(i,e-P»^ + 


C,, C,, C,, étant des constantes arbitraires. 

On devrait modifier, comme on le sait, la forme de ces in- 
tégrales, si l’équation en p avait des racines égales. 


EXERCICES. 


1* Soit les deux équations 

3? + 7^+54'/ + 38.- = e', 
dx dx 


On trouvera pour les intégrales générales 


^3970 a 


= =-t^+? + t^ + 


^2" Soient 


3 

dy 




n 


dz 


On aura 


■’S + + 

1/ = — C' — — ï’'' — c,xe'** + Cie'“ 
•j5 5ü 

I 

^~36 Vs ^ e‘* 
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INTÉGRATION DES ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES. 


DES ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES QUI S’INTÉGRENT 
COMME LES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIEUES ORDINAIRES. 


228. On nomme équations aux dérivées partielles, celles 
qui établissent des relations entre une ou plusieurs fonctions 
inconnues, les variables dont dépendent ces fonctions et 
quelques-unes de leurs dérivées partielles. Généralement on 
suppose que ces équations sont en nombre égal à celui des 
inconnues. Mais ce qui va suivre est borné au cas où l’on 
donne seulement une équation et une seule fonction in- 
connue. 

Nous regarderons une pareille équation comme résolue, 
toutes les fois que nous aurons ramené sa solution à ne plus 
dépendre que de l’intégration d’un sy.stème d’équations dif- 
férentielles ordinaires. Parmi les équations susceptibles de se 
réduire ainsi, nous distinguerons tout d’abord celles dans 
lesiiuelles les dérivées partielles qui y figurent ne sont rela- 
tives qu'à une seule variable. On peut alors opérer comme 
si l’on avait une équation différentielle ordinaire, mais après 
l’intégration, il faudra remplacer les constantes par des fonc- 
tions arbitraires des variables que l’on aura regardées comme 
constantes. 


Digitized by Google 



INTÉGRATION DES ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES. .33.'} 

Multipliant de nouveau par dr et intégrant, on aura 

z=j [/F’(^,ÿ)dx + <p(y)jf/x+^{y), 

'5' (y) étant une autre fonction arbitraire introduite par la se- 
conde intégration. 

On trouverait de môme pour 

d'z 

Jÿî=F(x.y) 

2=J [y'f'(*.y)‘/y + ?w]dy + 'Kx). 


Dans le cas particulier où 

d'z 


dx* 


= flx— y*, 


on a 


ds ax 

3 




et, par suite. 


nx* i/’x’ 

’ = -ÿ 7“ ’My)- 


230. Considérons enfin l’équation 

(O 


dx* ^ dx ^ 


où P et Q désignent des fonctions de x et de y. En posant 

dz 


(») 


dx 


= P> 


on ramène cette équation à celle 

P) g + l'^ = 0 

qui rentre immédiatement dans la classe des équations li- 
néaires étudiées n’ ( 1 5 1 ) . 


Digitized by Googic 


334 


LITRE III. — CHAPITRE XI. 


En comparant cette équation avec celle (i) n® (i5i), on a 
donc 

P = J Qef^<^dx+ C j , 

et en remplaçant la constante C par une fonction arbitraire 
de y 

P = [ J Qe^^'^dx + ç(y)J . 

Portant cette valeur de p dans l’équation (a), multipliant 
par dx et intégrant, on a enfin 

' ~ ^ + 9 (y) ) ] + 'Ky). 

intégrale qui est celle cherchée. 


INTÉGRATION DES ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES 
DD PREMIER ORDRE ET DU PREMIER DEGRÉ. 


231. Considérons maintenant l’équation 

= “ P/) + Q? = R. 

la plus générale du premier ordre et du premier degré, 
P, Q et R étant des fonctions données de x,y,z. Posons 

d: =pdx + qdy, 

équation qui exprime que p et q sont les dérivées partielles 
de Z par rapport à a; et à y. En éliminant p de cette équation 
pour la porter dans celle (i), on fera prendre à cette équa- 
tion la forme 

(a) Plie — Kdx — q[Pdij — Qdx) ; 
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et il s agira d intégrer cette dernière, q restant indéterminé. 
Soient 

(3) u = c, v = c' 

les intégrales des équations diflérentielles simultanées 

(4) Pdi— Rdx = o, \'d\j — Q(fx = o, 

U et U étant des fonctions données de x,y,s, c et c' des con- 
stantes; et formons l’équation 

(5) = <p (ü) 

9 désignant une fonction ai-bitraire. Comme par hypothèse 
H = c,v= c' satisfont aux équations simultanées (4), il fau- 
dra que leurs dilférentielles aient lieu en même temps que 
ces dernières; si donc dans les équations 


( 6 ) 


du , du , du 

do . .dv ,dv 


on met à la place de dy et de dx les valeurs de ces différen- 
tielles tirées des équations (4), on devra avoir les résultats 
identiquement nuis 


(7) 




Mais l’équation « = P (u) étant dilférentiée donne du=<f‘(v)dv 
ou 


du 

dx 


J .du .du ,,<./dv,\dv dv 

* + î; = » w fe + sp ■'» + * 



et si l’on substitue dans cette équation pour^, fleurs 


valeurs tirées des équations (7), savoir: 
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du du Q du H 

. dx dy I’ dz F’ 

dv dv Q f/ü K 

dx dij l’ dzV’ 

on aura 

^ (Prfy-Qix+) '^{Pdz-üdx) 

= ?'(«-’) + J. (P</2 — Rrfx)J, 

On tire de cette dernière, en la résolvant par rapport à 
Pd; — Rdx, et représentant par 4» un coefiicient fonction de 
<f' (r) et par conséquent indéterminé comme q : 

Pdr — Rdx = 4>(Pdy — Qdx) 

équation de même forme que celle ( 2 ). D’où l’on conclut 
que si • 

M = c, O = c’ 

sont les intégrales des équations différentielles simultanées 
Pdz — Rrfx = o, Pdy — Qdx = o, 
l'intégrale de la proposée 


sera 


Pp-j-Qç = R 

« = <p(p), 


ip désignant une fonction arbitraire. 

232. La même méthode .s’applique sans difliculté au cas 
où l’équation aux dérivées partielles renferme un plus grand 
nombre de variables. Considérons, par exemple, le cas où 
la fonction cherchée dépend de quatre variables, et soit 



dx dq dt 


Pp + Q? + R»' = S 
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l’équation donnée, P, Q, R, S étant des fonctions quelconques 
de X, y, Z, t et p, q, r les dérivées partielles de z par rapport 
à X, y, t, savoir : 

dz dz dz 

^=Ty> '■= 57 - 

En joignant à cette équation celle 
dz = pdx -|- qdy + 

qui lui sert de définition, et éliminant r de cette équation 
pour la porter dans celle (i), on aura 

(a) Pdz — sdt = P (Pdx — Qdt) -f- Ç{Pdy — Ml), 

équation à laquelle il s’agit de satisfaire de la manière la 
plus générale, p et g restant indéterminés. 

Soient 

u = c, V = c\ w = c”, 

les intégrales, résolues par rapport aux constantes, des 
équations dilférentielles simultanées 

(5) Pdz — Sdt — O, Pdx — Qdf — o, Pdy — Wdl = o. 

11 s’agit de prouver ici, comme au u» (-iôi), que l’équatiou 

(4) « = u>) 

dans laquelle <f désigne une fonction arbitraire, satisfait à la 
proposée 

Pp + Qg+R)' = S, 

ou en est l’intégrale générale. 

Or, puisque les équations u =c, v = c', w = c" satisfont 
aux équations (3), il faudra que leurs différentielles aient 
lieu en môme temps que ces dernières, ou que l'on ait iden- 
tiquement 

TOME K. 
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du 


du 



du 

+s 

du 

^di 

+ Q 

dy 

+ 

R 

dz 

dt 

àv 


dv 



dv 

+s 

dv 

^di 

+ Q 


+ 

R 

Tz 

dt 

dw 


dw 


R 

dw 

+ S 

dw 

^Tx 

+ Q 

dy 

+ 

dz 

dt 


(5) 


Cela posé, l’équation « =9(11,10) étant différentiée donne 
du = tp' (i',tc) dv + tp" (i',w) dtp, ou en développant 

du , du , du du 
dx ^ dy ^ dz ' dt 

=»'(».») (S ■'^+ ^ ‘'».+ Z'‘‘+Ti''‘) 


, . du dv dio 

et si, dans cette équation, on substitue pour Yi' 'dT 

leurs valeurs tirées des équations (5) , savoir : 


du 

P 

du 

Qdu 

R 

du 

dt ~ 

“s 

dx 

S dy 

~ S 

dz' 

dv 

P 

dv 

qdv 

R 

dv 

di ~~ 

“s 

dx 

S dy 

"s 

Tz' 

dw 

P 

dw 

Q dw 

R 

dw 

lt~ 

~ s 

dx 

^dy 

"s 

dz' 


on aura 

^ (Pdx-QdO+ P (Pdy-Rdt)+ P (Pdz-Sdt) 
dx dy «4» 

= (Pdx— QdO+ ^(Pdÿ-lW/)+ ^(Pd--Sd<)] 

+ {Pdx~m + ~ {Pdy-Rdl) + P (Pdz-Sdo] • 
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Résolvant cette équation par rapport à Pd: — Sd< et repré- 
sentant par et V deux coefficients fonctions de ç' (v,w) et 
If" {v,w), et par conséquent indéterminés comme p et q, il 
viendra 

Pd 2 — Sdt = «UPdx — Qdl) -f v( Pdy — l{dt), 
équation de même forme que celle (a). D’où l’on conclut que 

jt 

u — c, v=c', w=r" 


sont les intégrales du système d'équations simultanées 
Pdz — Sdt = o, Pdx — Qd(=o, Pdy — Rd< = o, 
système que ton peut écrire sous la forme abrégée 
dx dy dz dt 

"f “ Q" ~ IT — 


l'intégrale de f équation proposée 

Pp + Qq -i- Rr = S 


sera 


U = f(v, w), 


If désignant une fonction tout à fait arbitraire. 


APPLICATION DE LA THÉORIE QUI PRÉCÉDÉ A l’iNTÉGRATION DES 
ÉQUATIONS AUX DIFFÉRENTIELLES PARITELLES DES DIVERSES 
CLASSES DE SURFACES. 


233. Surfaces cylindriques. — L’équation aux dilTéren- 
tielles partielles des surfaces cylindriques est 


(•) 


a 


ds 

dx 



1 . 
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Pour intégrer cette équation, posons, confornjéinent à ce 
qui vient d’étre dit, les équations simultanées 

dx dy dz 


dx = adz , d;/ = bdz, 
Nous aurons, en intégrant 


x — az + c, y=:bz + c^, 


et en résolvant par rapport à c et c, 

X — az = c, y — bz = Ci. 

Pour l’intégrale générale de l’équation proposée (i), nous 
aurons donc 

<f{x — ax, y — bz) = o, 
ou 

( 2 ) x—az = <\i{y — bz), 

équation qui est bien celle, en quantités finies, des surfaces 
cylindriques. 

234. La fonction arbitraire qui entre dans l’intégrale 
générale ( 2 ) peut être déterminée par diverses conditions. 

Si l’on veut, par exemple, que la surface passe par une 
courbe donnée dont 


(1) F(x,i/,s) = o, F,(x,ÿ,z)=o 

sont les équations, il faudra, pour que tous les points de cette 
courbe soient situés sur la surface, que ces équations et 
celles 

( 2 ) x-f-«a = a, y — bz = & 

de la génératrice soient satisfaites par les mêmes valeurs de 
x,y,z, Or, en éliminant x,y,z entre ces équations (1) et (2), on 
obtiendra une équation entre <* et &, cp (a, 6) = o, d’où résul- 
tera 6 = A (a) ; et celte équation déterminera complètement 
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la fonction •!. Pour l'équation île la surface cylindrique, on 
aura donc 

X — az = — As). 

Si la surface cylindrique doit être tangente à une surface 
courbe donnée dont 

(i) F(x.ÿ,s) = o 

est l’équation, on commencera par chercher à déterminer la 
courbe de contact des deux surfaces ^ or l’une des deux 
équations qui représentent cette courbe étant F {x,y,z) = o, 
on obtiendra la seconde en remarquant que la surface cylin- 
drique et celle donnée (i) ont, en tous les points de la 
courbe de contact, le même plan langent; en sorte que les 

valeurs de ^ et ^ tirées de l’équation F (r,y,i) = o de- 
vront, pour tous les points dont il s’agit, satisfaire à l’équation 
différentielle de la surface cylindrique. Si donc, on prend 

dans l’équation F (x,y,z) = o les valeurs de ^ et et qu’on 
porte ces valeurs dans l’équation 


dz , , dz 


on obtiendra la seconde des équations de la courbe de con- 
tact. Soit F, (.r,y, 2 ) = o cette équation : on connaîtra ainsj 
deux équations 


de la courbe par laquelle doit passer la surface cy lindrique, 
et, par suite, le problème sera ramené au précédent. 

*23.5. Surfaces coniques. — L’équation aux différentielles 
partielles qu’il s’agit d’intégrer est la suivante : 
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A cet effet, posons 


dx 


dy 


dz 


X — a y — 6 Z — y' 

nous aurons, en intégrant 

i{y — — t) + /c, , 

et, en résolvant par rapport aux constantes c, c, 


X — a « — 6 

= c, = c 

Z — y Z — y 


Établissant entre ces valeurs une relation arbitraire, nous 
aurons donc, pour l’intégrale générale de l’équation pro- 
posée, 

/.T — a y — 6\ 

ou 

; — = ' 5 ' ’ 

Z — y \z — y/ 

ce qui est bien l’équation du n» (so4), tome I. 

On agirait comme dans les deux cas qui précèdent, si la 
fonction arbitraire *4 qui entre dans cette équation, devait 
être déterminée par la condition de passer par une courbe 
dont les équations sont données, ou par celle d’être tangente 
à une surface courbe également donnée. 

236. Surfaces candides. — Leur équation aux différentielles 
partielles est : 


dz , dz 


dx 


Pour intégrer cette équation, on commencera par intégrer 
celles 

dx du 

dz~o, 

X y 
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et l’on aura 

i = a , y = 6j; , 

a et 6 étant deux constantes. Pour l’intégrale générale de 
l’équation proposée, on aura donc 



•!/ étant une (onction arbitraire de x et y que l’on pourra déter- 
miner par la condition que la surface conoïde passe par une 
courbe dont les équations sont données, ou par celle d’être 
tangente à une surface également donnée. 

237. Surfaces de révolution. — L’équation que nous avons 
à intégrer est la suivante : 

• , dz , , dz 

Pour y parvenir, nous commencerons d’abord par intégrer 
le système des équations simultanées : 

dx — di/ dz 

y — bz X — az hx — ay' 

système qui revient au suivant ; 

(èx — ay)dx = (y — bz)dz, 

— {bx — oy)dy = (x — az)dz. 


Or, si l’on multiplie ces équations respectivement par a et b, 
et qu’on retranche la première de la seconde, on aura 


d'où 


adx -|- bdy = — dz, 
ax by Z =c. 
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3ii 

Multipliant ensuite les mêmes équations respectivement par 
X et y, puis les retranchant, on trouvera 


d’où 


xdx + ydy -|- zdz = o, 
x’ + y’ + c’ = c, . 


Pour l’intégrale générale de l’équation proposée, on aura 
donc 

<p(x’ -I- y’ + «X + by -f z) = o, 
ou 

^’ + y’ + + *y + 2)1 

étant une fonction arbitraire que l’on déterminera d’après 
la condition que la surface passe par une courbe donnée ou 
soit tangente à une surface également donnée. 


EXERCICES. 


1” Soit 


On a 


d’où 

et, par suite, 


a* Soit 


On a 


dz , dz xy 


dx 

X 


'Î1 

y 


zdz 
xy ’ 


y = cx, z’ = cx* + c,, 


z* = xy + ^/ 0^. 

dx dy dz 

y-\-x~ y — x ~ Z ' 
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F.a première équation peut s’écrire sous la forme ; 

xdy — ydx -f xdx ydy = o, 

et, en employant les coordonnées polaires, on trouve pour son 
intégrale 


On a d’ailleurs 


d’où 


arc lang - — l{x' + ÿ*)’ = c. 


dz xdx + ydy 


+ .V 


I > 


Z = c,(x’ + ?/>)’. 

Pour l’intégrale générale cherchée, on a donc 


Z 

3“ Soit 


On a 


d’où 


= (•i’ + y’)’ '1' [arc tang ^ — log (x* + y*)’ J . 


dz dz 

dx d y '•* 

dx dy dz 

1 a e"** cos py ’ 


y^ax = c, Z = «in p{c-ax) ^ 

m’ -f- a’p’ ’ ' 


e 'to cos py — ap si n py 


m* -|- a’p* 


+ c, , 


et, par conséquent. 


,^,,. ü» . cos/^-opsin;.y 

I Tl./ I , 
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INTÉGRATION DES ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES 
DES ORDRES SUPÉRIEURS. 


238. La méthode que nous avons suivie dans l’intégration 
des équations aux dérivées partielles du premier ordre et du 
premier degré peut également s’étendre aux équations d’ordres 
supérieurs, mais dans lesquelles les dérivées ne passent pas 
le premier degré. Nous prendrons, pour en donner un exemple, 
l’équation linéaire du second ordre à trois variables dont la 
forme générale est 


ou 


(>) 


Rr -f- S* + T< = V, 


dx* 


R, S, T et V étant des fonctions données de x, y, z, p et q. 
En joignant à cette équation celles 

dz = pdx -}-qdy, dp=rdx -\-sdy, dq — sdx-\-ldy, 

et éliminant des deux dernières les valeurs de r et t pour les 
substituer dans celles 'i), on aura 


( 2 ) ï\dpdy -(- Tdqdx — \dxdy = s^Rdy* — ^dxdy -j- Tdx’), 
et ici, comme au n” (aôi), il s'agira de prouver que si 
U ~ e, V = c' 

sont deux fonctions satisfaisant en même temps aux équa- 
tions 

1 Rd/ji/y -|- Tdqdz — \dxdy = o, 

’ ( Rdÿ’ — Sdxdy -j- Tdx’ = o. 


la proposée (O sera satisfaite par la relation 

(4) « = 
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Or, la seconde des équations (5) étant du second degré 
par rapport à dr et à dy, se décomposera en deux autres de 
la forme 

dy — edx = o, dy — Wdx = o, 

0 et 0' étant les racines de l’équation 


(5) Re’ _ se + T = o, 

et si l’on met succes.sivement ces valeurs de dy dans la pre- 
mière des équations (ô) . on pourra remplacer le système (5) 
par l’un ou par l’autre des systèmes suivants : 


(6) Rerfp -j- Idq — \Bdx = o, dy — edx = o, 

(7) Re'(/p-j- Tdç — \H’dx= o, dy — »'dx = o. 

Cela posé, en différentiant les équations u = c etu-=c' 
qui sont supposées satisfaire aux équations (6) , on aura 


— dx 4- ~r dy dz — dp 4- -- dq = o, 
dx ' dy ^ ' dz ' dp ^ ^ dq * 


dv dv dv , dü I du 

Tx dÿ + Tp ''P + 


et si clans ces équations on met à la place de dz sa valeur 
pdx -+- qdy, et qu’on remplace dy et dq par leurs valeurs tirées 
des équations (6), on aura deux équations qui se partage- 
ront, à cause de l’indépendance de dx et dp, dans les quatre 
suivantes : 


du 

dx 

dv 

dx 


. du , , , , dii \e du 

+ + + + 

, „ du , , , _ du , Ve dv 

+ e^+(P + îe)-+ — - 


= 0, 


= 0, 


du Re du dv Re dv 

dJ^'^Tdÿ"”’ dJ>~~Tdq 
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D’ailleurs, l’équation u = ç(r) étant dilTérentiée donne 
du = (p'(t') dv, ou, en développant. 


du 

dx 


, du .du .du .du 



et si dans cette dernière on substitue pour 


du du dv dv 


dx' dp' dx’ dp 


, — leurs 


valeurs tirées des quatre équations qui précèdent, et qu’on 
remplace dz par pdx + qdy, on obtiendra 


Rsdp -J- Tdg — V0dx = ^{dy — 0dx), 

«I» étant un coefficient fonction de (p'(r) , et par conséquent in- 
déterminé. On en conclut donc que si 


u = c, v = c' 


satisfont au système des équations simultanées 

Rf^dp-\-Tdq — \&dx = o, dy — edx = o, 
l'intégrale de la proposée 

l\r + Ss -I- T< = V 

sera 

U = v(r), 

désignant une fonction arbitraire. 

Ce que nous venons de dire pour le cas d’une équation aux 
dérivées partielles du second ordre entre trois variables, li- 
néaire par rapport à ces dérivées, est évidemment applicable 
au cas où l’ordre des dérivées et le nombre des variables est 
plus considérable, et il serait supei flu de rien ajouter à cet 
égard. Il nous reste seulement h en faire quelques appli- 
cations. 

239. Exemples. — i° Soit l’équation aux dérivées partielles 
du second ordre 
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. d'z ^ ,d'z 
dx' ^ ^ dxdxj ^ dx' 

que l’on peut écrire sous la forme 

x’r -|- -isxy + y’< = o. 

On a ici 

R=j:’, S = axy, T = y’, V = o, 
et l’équation (5) devient 

x’e’ — axye + y* = o, 

c’est-à-dire 

(6x — y) (ex — y) = o, 

en sorte que l’on a pour l’une ou l’autre des racines de celte 
équation 

e= 

X 

En portant celte valeur de 6 dans les équations (6), on trouve 
pour les équations dilTérenlielles simultanées 


dy — ^ dx = O, xdp -)- ydq = o. 


La première de ces équations donne 


y = ex. 


et en mettant pour x, dans la seconde, sa valeur - tirée de la 


précédente, on a 


dp -f- cdq = 0, 
P + c? = c'. 


Remettant pour c sa valeur et posant c' = f(c), en vertu 
de la relation u = ip(t'), on trouve 
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équation du premier ordre et du premier degré qu’il s’agit 
d'intégrer. 

Or, en appliquant à cette équation la méthode du n® ( 23 1 ) , 
on trouve 


xdy — ydx = o, dz — dx<f\^j=o. 


La première donne encore 

y = cx, 

et l’on tire de la seconde 



En vertu de la relation c' = ip (c), on a donc pour l’intégrale 
cherchée 



Ÿ et étant deux fonctions arbitraires. 

2® Soit encore 

çV — 2pr/s )j*t = O. 

On a 

H = ÿ’, S = — apq, T = /i’, V = o; 
l’équation ( 5 ) donne 



et il s’agit d’intégrer d’abord le système des équations simul- 
tanées 

pdx -f- qdx = 0 ou dz=o et qdp — pdq = o. 

* Or, la première de ces équations donne immédiatement 
2 = c; et l’on tire de la seconde p = c'q, en sorte que 

p = q<i{:). 

En appliquant à cette équation qui est du premier ordre 
et du premier degré la méthode du n" (201), on a ensuite 

dz = o, dx<fiz) + dy = o, 
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d’où 

On a donc 


z = c, xç(:) + y = c‘. 
z = <^{xf{z)+y]. 


ou sous une autre forme 


y = Xcp(s) + «Kz). 

Remarquons en terminant que le théorème précédent n’a 
pas la même généralité que celui du n“ (s5i); car les équa- 
tions aux dilTérentielles totales simultanées, auxquelles on est 
conduit par l’application de cette méthode, peuvent bien ne 
pas être intégrables. Elles ne le sont, en effet, comme on l'a 
vu n“ (4o), que lorsqu’elles sont les différentielles exactes 
de certaines fonctions de x, y, z, p, q-, et l’on sait que cela 
n’a lieu que sons certaines conditions. 


INTÉGRATION DES ÉQUATiONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES LINÉAIRES 
ET A COEFFICIENTS CONSTANTS d’uN ORDRE QUELCONQUE. 


240. Lorsque l’équation aux dérivées partielles est linéaire 
par rapport à ses dérivées, et que de plus les coefficients qui 
multiplient ces dérivées sont constants, l’intégrale peut tou- 
jours s’obtenir d’une manière générale. Considérons, par 
exemple, l’équation, de l’ordre m qui a lieu entre les trois 
variables x, y, -, z étant une fonction des deux autres. Sa 
forme la plus générale sera 


dx" 


+ o 


d-'z 

dx"''dy 


, d^z , d*z dz dz 


a, a,, O,,... s, s,, s,..., t, u, r, étant des constantes; et si 
l’on remplace dans cette équation, z par s -f- on la réduira 
à celle 
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rf"; d"*î d"z 

rfx” dx'^'dy dx'"~'dy* 


d’z , dz dz 

■••+’• 3? + 'Jî+''5 + “ = '‘ 


qui jouit de la propriété d’étre satisfaite par la somme d’un 
nombre quelconque de valeurs particulières de z. 

Posons donc 

2 = Ae“+®i'. 


Cette équation satisfera à l'équatiou proposée, pourvu 
que la constante S satisfasse elle-même à l’équation 

a" 4- aa"-’6 -|- ...-f<a-|-f,e-}-tt = o 

qui résulte de la substitution de Ae“+®ÿ à la place de z dans 
la proposée; et si l’on tire de cette valeur celle de 6 en fonc- 
tion de a qu’elle détermine, savoir 6 = <p(*)» on aura 

z = Ae^+yî'»). 


On aura semblablement pour les autres valeurs de 6 que 
nous désignerons par ?,(»), ?,(*)••• 

z = 2 — Ce“*+î^»^“), z = Ee*“+S''?*'^“S 

et en désignant par a,, a,, a,..., des valeurs quelconques 
attribuées à a, et par A,, A,, A,,... B,, B,,... C,, C,,... etc., 
d’autres valeurs des constantes A, B, G... 

z = z = A,e'v+y?W etc., 

z = z = etc. 

La somme de toutes ces solutions formera encore une so- 
lution de la proposée, et l’on aura 

z = Ae“+!^î*^ -f A,e“t*+î''?>>) -|- A.e'V+y?(«*) _|_ etc., 

_|_ Be'^+yl’iW 4- -f B.e'V+PTiW 4. etc., 

+ 
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OU SOUS une forme abrégée 

; ■— V \,.«+y?(») + V etc. 

j^' jÊÊÊt ' 

Le nombre des termes de chaque somme e.st arbitraire, et 
A et a, B et a, etc., peuvent clianger en passant d’un terme 
à un autre. 

2il. Lorsque les valeurs de 6 sont toutes des fonctions 
linéaires de a, l'expression de l'intégrale générale peut s’ob- 
tenir .sous une forme très-simple ; et il est aisé de voir alors 
(jue cette intégrale renferme autant de fonctions arbitraires 
(]u’il y a de valeurs de 6 linéaires. 

En ell’et, soient 


6 = ma -f- n, 
6=m,a-|-n„ 
S = m,a-(-n„ 


ces diverses racines fonctions linéaires de a. L’équation (5j 
donnera, en remplaçant i}>(a) ou 6 par ma -f n ; 9 , (a) par 
m, a n, ; et, ainsi de suite. 


= e"s' V -j- e'ny V ye<-^+"'iv) 

et comme le nombre des termes de chaque série est arbitraire, 
ainsi que A, B,... et a, on en conclut que les sommes 

ne sont autre chose que des fonctions arbitraires de 
eT+’"iy, .. . respectivement, ou si l’on veut dex -(-mt/, x-t-m, 

En désignant par '|((x-t-my\ (x -j- m,i/),... ces diverses 
fonctions arbitraires, on aura donc 

TOME II. ^3 
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- = e"» «Ki- + my) + (■">!' + m^y) + e''»^ -f mj/) + . ,. 

+ ‘'"ira - rv 'i' (m - 1 ) _ I 

et cette expression renfermant m fonctions arbitraires sera 
l'intégrale généiale de l’équation proposée (i). 

2Ù2. Appliquons cette méthode à f équation 


(>) 



qui se rapporte au fameux problème des cordes vibrantes, et 
dans laquelle z est une fonction de æ et y qu’il faut déter- 
miner de manière que pour x = o, on ait 


(■-*) 

- = V{y), 


dz 

(•■î) 


En posant 

i=Ce“+®y, 


et substituant cette valeur dans l’équation proposée (i ', on 
aura 


d’où 


a» = 

a=-(-fl6, a = — (,ô, 


et, par suite, la valeur de l’intégrale générale sera 


(4) ï = 'î'(j; + «-r) + 'l',(y — 

'jÆt t!/, étant deux fonctions arbitraires f(u’il nous faut main- 
tenant déterminer |)ar les conditions 



l'elatives à x = o. 

Or, eu différentiant l’équation (.')), on en tire 
dz 

— = a ^'(y -P ax) — a ^\[y — ox). 


I 
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et, si dans cette équation, ainsi que dans celle (3), on fait 
X = O, on aura 

=0 = 't'iy) + 

Pour satisfaire aux deux conditions ci-dessus, il faudra 
donc poser 

+ 'l'i(y) = ^’lyj 

'(''(y)— fl (y) /(y) 

= m-Uy)= i /’V(y)rfy+c=F.(y)-fc. 

Vo 

On tire de ces équations, en les combinant, 

My) = ^nv) + ^F.(yH-G, 

f(y) = ^F(y) — ^F,(y)— C. 

Par suite, on a pour la valeur de 5 satisfaisant à l’équation 
proposée (1) et aux conditions (2). 

F(y-f rtx)-|-F(;/ — flx) , F,(i/ -j- ax) — F,fy— o.c) 

• — 1 ■ 

2 'J 

INTÉGRATION DES ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES A l’aIDK 

DES SÉRIES. 

Lorsque l’équation aux dérivées partielles ne peut 
pas être intégrée par les méthodes qui précèdent, on peut 
se proposer de développer son intégrale en séries ; et pour 
cela on peut employer le théorème de Taylor ou celui de 
Maclaurin, comme on l’a fait n° (208). On peut aussi employer 
la méthode des coellicients indéterminés, ce qui offre souvent 
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de l’avantage, Nous allons clans ce qui va suivre donner un 
exemple de l’une et de l’autre de ces uiéiliodes. 

Considérons d’abord l’équation 


,(•) 


dx dif 


qui exprime la loi du mouvement de la chaleur dans une 
barre pri.smatique, et dans laquelle a désigne une constante. 
En dilTérentiant cette équation par rapport à x, on en tire 


1 d’z 

n^z 



1 dx* 

** dy'dx 

dx 

'■ dif 

] 


df 



. 

— — rt» — 

a*d‘‘ ~ 

3 d'z 

1 dx* 

d«y*d.r 

dx 

di> 

\ 


dy^ 



La valeur de z répondant ii x = x^ est une fonction arbi- 
traire de II que nous représenterons par ; et en désignant 

iP- d^z 

par (p"(y), les valeurs des dérivées , 




, qui répondent à æ = ou aura, pour le développement 


de la fonction z suivant les puissances de x — x^, 


- = ?!!/) - 1 - <i-—{x — x„) + tr ... 


expression qui ne renferme, comme on le voit, que la seule 
fonction arbitraire a (y). 

2ài. Si l’on voulait développer ; suivant les puissances de 
y — i/o’ 0“ prendrait 

d*z I dz 

dt/ a dx’ 
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et appliquant le même raisonnement, on serait conduit au 
dêvelpppemcn t 


1.2 a 


ny) {y-yf 

1 . 2 . 5. 4 ( 1 * 


+ ... 


+ î^(,y-yo) + 


^'Cv) (.y-.vJ’ . 

1.2.5 a 


qui renferme deux fonctions arbitraires f{y), F(y), valeurs de 


* d= 

2 et — pour y 


/O’ 


mais qui n’est pas plus général que le 


précédent, comme l’a montré Poisson dans sa Théorie de la 
Chaleur. 


2 /i 5 . Appliquons maintenant la méthode des coefTicients in- 
déterminés à l’équation 

d'z _ , dz 
dx' ~dy 

Supposons l’intégrale développée suivant les puissances 
entières de x, et posons 


c = Y -i- Y'.r -f- Y ' + Y”x» -f .. . 

Y, Y', Y", étant des coefficients, fonctions de y qu’il s’agit de 
déterminer. En substituant cette valeur de 2 dans l’équation 
différentielle proposée, et égalant ensuite les coeflicients des 
mêmes puissanci’s de x dans les deux membres, on en dé- 
duira 


Y" = JL Y"= — — . Y-= -îi — ... 

1.2 d;/' 1.2.5 dy ' 3.4 di/ 

Ainsi, les deux coefficients Y et Y' restent arbitraires. Mais 
ce sont des fonctions de y. En les désignant par /l'y) etF(i/), 
et représentant par f{y), f"{y),... F’(i/), F"(i/),... les dérivées 
successives de ces fonctions, on aura donc pour le développe- 
ment de l’inlécrrale clicrrlii'o 
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OX* QJC* 

2=Aÿ)+J^F(.y)+ ~ /"(y) + + ••■ 


à’x* 


+ 7:â:3:4 


F"(y) + ..- 


développement qui renferme les deiLx fonctions arbitraires 
fiy) et F(y). 


INTÉGRATION DES ÉQUATIONS LINÉAIRES AUX DÉRIVÉES PARTIELLES 
PAH LE MOYEN DES INTÉGRALES DÉFINIES. 


246. Considérons, en premier lieu, l’équation 


{') 


di d'z 

Tt~‘^ dp 


qui se rapporte au mouvement de la chaleur dans une barre 
prismatique dont la surface est imperméable. 

Admettons que pour t = o, la fonction z doive se réduire 
à F(x), et po.sons 

( 2 ) z = F(x) pour t = o. 

On satisfera à l’équation (t), à cause de sa forme linéaire, 
en prenant la valeur particulière 

2 = Ae~“’®*‘ cos o(y — Ç), 

A, a, 6, Ç, étant des constantes arbitraires; et si l'on pose 
A = ip(^) dWa , 


ç étant arbitraire, et que l’on intègre ensuite par rapport 
à 6 et entre les limites — c« et + on ^^ora une solution 
plus générale de l'équation ( 1 ), exprimée par l’équation 


f 


^C© rtOO 


cos a(y — ^)d(td^. 
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Pour t = O, cette équation se réduit à 2 Tîip(;/), en vertu de 
la formule de Fourrier; et, par conséquent, on satisfait à lu 
condition ( 2 ), en prenant 



Ainsi, la valeur de z satisfaisant aux deux équations ( 1 ) et 
( 2 ) est 

z^— r I cos »(ÿ- 
• xt : J— « c '— « 

Cette intégrale double est facilement réductible. 

En effet, on a, d'après la formule du n® (58) 


d’où 


L 


g— u’**l _ 


u\ t 


e 4fli( , 


=^r 

2«\ T:\t J — 


« iu^j) 


P[^)d 


y 

'» » 


et si l’on pose dans cette dernière 



d’où 

!;=y-|-2«9\ï Pt d^= la \'l d^, 

on la réduira à la forme plus simple 



p(y -|- 2fl0 


247. Soit encore l’équation 


du 

dt 



d'u d'^u\ 

dp '^7?) 


qui se rapporte à la propagation de la chaleur dans un mi- 
lieu homogène. En admettant toujours que la fonction u doive 
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se réduire à F(ar, y, -,) pour f = o, on trouvera par le moyen 
de la formule de Fourrier étendue au cas de trois variables 


f f” r f r 

Sit* »'oo 

X cos «fa; — O cos 6(y — |x) cos f {z — \)dX,d\iA'kd'xd?>d-i , 


et par des transformations analogues à celles que nous avons 
employées pour le cas de l’imégr.ale double ci-dessus, on 
réduira cette intégrale sextuple à celle triple 




34-aa6"v^)rferf'6rf"6. 


248. Considérons maintenant l’équation 


(O 


dt* dx’ 


qui se rapporte au problème des cordes vibrantes, et que 
nous avons déjà traité par une autre méthode n° 

Admettons que pour < = o, les fonctions !/ et ^ doivent 

se réduire respectivement à F(x) et f[x) ; et posons 

(a) y = F(x), 

(3) 

On satisfera à l’équation (i), en prenant 

y = A cos aat cos a(x — ÎI), • 

A, a, désignant des constantes; et si l’on pose 
A = <o{K)dr.da, 

et que l’on intègre ensuite par rapport à et a, entre les li- 
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mites — cr. et 4-*^"» on niira une solution plus générale de 
l’équation proposée (i) exprimée par l’équation 

!/= I I ç(ï) cos rtar CÔS o(x — çyadï. 


Mais pour l = o cette formule se réduit à 2':T!p(aT) ; par con- 
séquent on satisfait à la condition (2) en prenant 



Ainsi, l’expression 

(4) y=— f f F(ii) cosaa/ cos a(.r— 


satisfait aux équations (1) et (2). Mais elle donne ^ = o pour 

/ = o, et par conséquent ne satisfait pas à la condition ( 5 ). 
Si donc on peut trouver une autre valeur de y qui satisfasse 
aux équations (1) et ( 3 ), et qui soit telle que pour / = 0 elle 
se réduise à zéro, il est clair qu’en l’ajoutant à celle que donne 
l’équation (4), on aura une valeur de y satisfaisant à toutes 
les conditions du problème. 

Or, si l’on intègre par rapport à l l’équation ( 4 ), et qu’on 
y remplace F par/", on aura une solution de l’équation (1) 
représentée par 


, »•» .IQD 

?/=— / J m 

2Tta J— y, J — -K 


sin ant 


COSa(Æ— QrfarfÇ; 


la dérivée par rapport t de cette équation ou 
^ = — f I F(Ç) cos nat cos a{x — 

(It 

satisfera encore à l’équation proposée (1) et se réduira à 
f{x) pour i — o. D’ailleurs cette valeur de y se réduit à zéro 
pour ( =0, et par conséquent ne satisfait pas à la condition (2). 
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Donc on aura une solution générale de la question proposée, 
en prenant 


y= — ( I F(C) cos oa< cos «(aî — K)dad^ 

H / I AO cos« x— c rfïrf!;. 

2Tra J -.93 J— 93 a 


Il ne reste plus qu’à chercher si ces intégrales doubles 
peuvent être transformées. 

Or, si l’on remplace dans la première cosaatcos«(x — K) 
par 

- [cos a(x-\-at — !;) + cas o(x — al — Ç)], 

2 , 


\ 


on fera prendre à cette intégrale la forme 



cos a{x-\-at — Ç) -[-cos a(x — al — Qdoidl, 


et si l’on compare celle-ci avec la formule de Fourier, on ob- 
tiendra pour sa valeur 

- [F(x4-o/)-fF(x-rtr)]. 

O 

De même, si dans la seconde on pose 

sin û«t cos a(x — Ç)= - [sino(x-l-at — C) — sina(x — al — !;)], 


on aura pour sa transformée 
'“1 


dxdX,. 


Mais 


/: 


sin fna 


dt = r. ou — it, 
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suivant que m est positif ou négatif. Donc l’intégrale 
"sina(x4-''< — 0 sina'x — at — i;)" 




\d% 


sera égale à -f vv ou à — n, suivant que l’on aura 


î>x — at, 
c’est- à-dire t > o ou 

Ç>x-|-at, i;<x — at, 
ce qui .suppose, t < o. 

D’ailleurs cette intégrale est nulle toutes les fois que 
X al — % et X — at — Ç sont de même signe. Donc la 
valeur de l’intégrale (a) est 

Ta f (^-«01 


en posant J f{x)dx — ^{x). D’après cela, on a. 

y— “ [l"(^ + aO + F(^— «01+ ^ [<?(a:-l-a/) — ip'x— a^]. 

2A9. Soit maintenant l’équation 

rf‘« , fd'u d'u d’«\ 

7t'~“ d]/' d7'J 

qui régit les lois de la propagation des ondes dans un milieu 
dont l’élasticité est la même en tous sens, lin admettant 

toujours que les fonctions n ct^^ doivent se réduire à f(x, y, z) 

et F(x, y, Z i pour t = o, on trouvera pour u une intégrale 
de la forme 


/ fl f f i%^a)cosO/-i-^(î;,^,X) 


sin Or 


X cos a(x — î) cos 6(y — (i) cos y(= — X)dW|id'Arfad6dY. 
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et cette intégrale se transformera, comme l’a montré Poisson 
(t. 111 des Nouveaux mémoires de l’Académie des Sciences), en 
une intégrale double 


u = — I Ç F(ic4"“^cos0, “ — a< sinôcos 4') f sin OrfOd'f' 

1 

l^T 


+ — — r I /{x-\- atcosB, 


250. On peut conclure de là l’intégrale de l’équation plus 
générale 

d*u d'u ,,d*u rf’u 

dF = " ^ + ^ 

En effet, si l’on pose 

X = axf, y = by, : = ci' 


on réduira cette équation à celle 

d*u d'u d'u d’u 

IF ~ 17^ ^ df' dT^ 

dont l’intégrale est donnée par la formule qui précédé. On aura 
ain.si, en remplaçant x', ÿ, - , par leurs valeurs 


i. n f^~F[x+atcosB, y+ôtsinOcos-V, :+ct sirifi sin 4 -)/bin 0 d 6 d '4 
f" f"'f(x-j-alcosB, y-fàtsiuOcosJ-, =+rt sin6sin4<)<sin0d0d'i. 

4 * dt J ^ 

251. Considérons enfin l’équation 


(•) 


d’y 

dl- 


a' 


d'y 

FF 


qui .se rapporte à la propagation des vibrations transversale.s 
d’une verge élastique. 
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Admettons que l’on ait 
(a) y — F(x), 

(1 tl 

(5) ~=zf{x) pour t = o. 

9 

On satisfera à la proposée par la valeur particulière 

ÿ = A CÜS a'dt COS a(x — î). 

Supposons A et intégrons par rapport à a et 

Centre — ce et +c/-v; on obtiendra une solution plus générale 
(le l’éijuation proposée représentée par 


33 , » 5P 

y— j J cos a’ (?< cos a(x — Ç)(/arfî. 


Pour i = O, cette Ibrniule se réduit à 2 itip(x) ; par consé- 
quent, on satisfait à la condition (a), en prenant 


<Ç[XJ 

D’où il suit que l’expression 


F(x) 

ait 


(4^ y= — / / F(ï) COS a’u/ COS <l(x — 

satisfait aux équations (i) et (a); mais elle donne— =o 

pour t = o, et par conséquent ne satisfait pas à la condition 
(5). Il nous faut donc trouver une valeur de y qui satisfasse 
aux équations (i) et (5), et qui soit telle que pour l = o elle 
se réduise à zéro. 

Or, si l’on intègre l’expression (4) par rapport à l, et que 
l’on remplace F par f, on aura une solution de l’équation («) 
exprimée par la formule 


' I r /-IM r 

.'/ = — 1 / Aï) — 5 — COS a(x— ;yad;; 

aTia a’ 


Digilized by Google 



366 


uvnE III. 


CHAPITRE XI. 


celte expression dilTérentiée par rapport à t donne 

^ = — / / /'(Ç) cos a’a/ cos afz — Qdadl, 

dt 


équation qui se réduit à f{x) pour ( = o, et qui par con- 
séquent satisfait à la condition (5). 11 est clair d’ailleurs que 
l'expression de y ci-dessus se réduit à zéro pour t = o, en 
sorte quelle ne satisfait pas à la condition (a\ Donc on satis- 
fera à toutes les conditions du problème en prenant 


y = 




cos a'at cos a(x — 


+ü:/ 


Aï) 


si 11 an’f 


cos a(x — K]didl. 


La première partie de cette valeur de y peut être mise sous 
une forme plus simple. En effet, on a 



et si l’on pose 

C = X -)- aO v'at , 

on réduira cette première partie à 


— ^ I (siu'û-l-cûo"OjF(x-|- aü \ 

V^ai: 

Ainsi, dans le cas où l’on doit avoir ^ = ° pour < = o, 
la solution générale de la question est donnée par la formule 

y=~l (sin* 0 cos’ 6) f(x-|- aO y ut)t/0. 

—05 
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LIVRE IV 


CALCUL DES VARIATIONS. 


CHAPITRE PREMIER. 

VARIATION D’üNE INTÉGRALE DÉFINIE. 


OBJET DU CALCUL DBS VARIATIONS. 


25*2. Le calcul des variations, l’une des plus belles con- 
ceptions de rinimortel Lagrange, a été inventé par ce géo- 
mètre pour la résolution d’une nouvelle espèce de question 
relative au maxima et au minima. 

Dans les questions ordinaires, on donne une fonction u 
d’une ou de plusieurs variables x, y, s, et il s’agit de trouver 
les valeurs déterminées que l’on doit attribuer à ces variables 
pour que la fonction proposée u devienne un iiiaxiinum ou un 
minimum. 

Dans les questions de maxima et de minima qui se rappor- 
tent au calcul des variations, on considère une expression 
différentielle 




renfermant une variable x, une fonction y de cette vaiiable 
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et quelques-unes des dérivées de cette fonction par rapport à 
cette variable, et l’on se propose de déterminer cette fonc- 
tion inconnue y, de manière que l’intégrale de l’expression 
différentielle proposée, prise entre des limites données, fixes 
ou variables, ait une valeur maximum ou minimum. 

La marche à suivre pour résoudre ces nouvelles espèces de 
questions ne diffère ]ias de celle suivie dans les questions or- 
dinaires. On suppose connue la fonction cliercliée y, on fait 
varier infiniment peu cette fonction, et l'on exprime que, dans 
tous les cas, la valeur de l’intégrale augmente si cette inté- 
grale doit être un minimum, ou qu’elle diminue si elle doit 
être un maximum. Mais avant d’appliquer cette règle, il nous 
faut entrer dans quelques détails préliminaires. 


UES VAIÎIATIONS. 


253. Considérons deux courbes inliniment voisines AB, CD, 
fig. ( 19 ), et soient 

y = F(x), et y = f{x) 

les équations de ces deux courbes. Si l'on jiasse d’un point 
M de la première à un point N de la seconde, l’ordonnée MP 
correspondante au point M prendra un accroissement MN égaj 
à la différence des ordonnées PM, PjN, ou à f{x ) — 
cet accroissement sera nommé la varialion de l’ordonnée 
MP = IJ ou de la fonction F(.t). On représente cet accroisse- 
ment par la caractéristique o‘que l’on place au devant de la 
fonction y; ainsi, l’on écrit 

oy = /-(x) — F'x;. 

Quand on suppose que a: et y varient en même temps, 
on a 

oy = MF — Q'N'=BN' et Sx = OP — OQ' = PQ, 
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Quoique les variations Zx et Sy soient des quantités infini- 
ment petites aussi bien que les diirérentielles dx et dy, il faut 
bien se garder de les confondre avec ces dernières. En effet, 
dx et dy sont les accroissements infiniment petits que prennent 
respectivement les variables a; et y quand on passe d’un point 
d’une courbe au point infiniment voisin de la même courbe, 
tandis que Sy et Sjc représentent les accroissements que 
prennent les mêmes variables, quand on passe d’un point 
d’une courbe à un autre point infiniment voisin, mais pris 
sur la courbe infiniment peu différente de la première; ainsi, 
on a dx = PQ, tandis que Sx = PQ'; dy = M'I, tandis que 
Sy = RN'. 

Lorsque les variations de toutes les quantités qui entrent 
dans une fonction sont connues, on obtient la variation de 
cette fonction, en appliquant les règles du calcul différentiel 
qui font connaître la différentielle d’une fonction d’après les 
différentielles de ses variables. Ainsi, y = F(x, y, z,...) étant 
une fonction des variables ,r, y, z, on a pour la variation Sy 
de cette fonction 


î 'PI ^ I I 

8y = * •••) = + dl ""+ •" 


INTERVERTISSEMENT DES SIGNES O ET d. 


254. On peut intervertir l’ordre des signes 5 et d. En effet, 
soient y l’ordonnée d’un point de la première courbe, et 
y -J- dy celle du point infiniment voisin sur la même courbe; 
y -j- Sy sera l’ordonnée du point correspondant de la seconde 
courbe, et l’on aura pour celle du point suivant de la même 
courbe 

.'/ + <y+% + dy), 
ou 

y + 8y+d(y + 8y). 

TOME II. 
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Mais ces deux valeurs des ordonnées sont égales, en sorte que 


y+dy-\-t(y-{-dy) = y + S!/-^d{y + iy), 
ou 

y+dyi-ty-]-My = y+^+dy+diy. 


On a donc 


My = diy, 


ce qui raonti'e que la variation de la différentielle cfune 
fonction y de x est égale à la différentielle de la variation. 

On conclut de là que 


et, en général, 
ou 
(') 


8d*y = dàdy = d'iy, 

èd'y = d"5y, 

ùd"y d"iy 
d.c" dx" 


INTERVERTISSEMENT DES SIGNES 



255. On peut intervertir l’ordre des signes ô et J . En effet, 
soit 

jV = U, 

U désignant une expression différentielle quelconque. En 
différentiant cette expression, on a 

\ = dl], 

et, en prenant les variations, 

?V = 8dü, 

ou, transposant les caractéristiques ô et d, 

5V = d8L'. 
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Intégrant cette expression, on aura donc 
• j'$V = W, 

et, en remettant pour U sa valeur, 

(.) j’sv = sj'v, 

ce qui nous apprend que f intégrale de la variation d’une 
fonction différentielle est égale à la variation de l’intégrale de 
celte différentielle. 

Ce théorème s’étend de lui-même aux intégrales multiples. 
En elTet, si l’on suppose 

V =/p, 

on aura par l’équation (i) 

/*/■■= 


et, en transposant les caractéristiques j et > 


On aura de même 


et, en général. 


/»« /»** 
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EXPRESSION DE LA VARIATION d’uNE INTÉGRALE DÉFINIE. 


266. Soit 



Vrfx 


une intégrale définie dans laquelle 


V = ?[ar, y, y".... »/">], 


y'i y"f- y'"\ étant les dérivées de la fonction y par rapport 
à la variable x. Proposons-nous de déterminer la variation de 

cette intégrale ou 5 T * V<Lr. Nous distinguerons deux cas 

J*, 

suivant que les limites x, et x, sont constantes ou qu’elles 
sont variables. Supposons d’abord x, et x, constants. On 
aura 



Mais x^ et x, étant constants, on a Sx = o, et aussi dSx = o. 
Donc 8(Vdx) = SVdx, et, par conséquent, 

J '** 

\dx= / fiVrfx. 

Z, Jx, 

11 reste à calculer SV. Or, si l’on remarque que, dans l’ex- 
pression de V, les quantités qui varient sont y, y’, y",... 
on aura 


expression que l’on peut écrire, en représentant ^ 

rfy rfy dy<»i> 

respectivement par M, N, P,... ü. 
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àV = MSÿ -f- NSy Foÿ“ -j- Q5y'" -j- U6y*\ 

*v=''%+"S + -*3 + «*g + ... + u 5 , 


•U ' ‘ '‘ dx* 

et, en transposant les signes 8 et d, 


iV=M«y + Ng + pg + gg! + ... + u2?. 


Ainsi 


Maintenant, en intégrant par parties, on trouve 

rp^do:=p:%_ 

J dx* dx J dx dx 


dly dP r d*P 




d'Sy /•dQr/% 


dx dx* 

, «^’Q. fs d’Q . 

- 3? - rfi * + 3? *i'-j 'i'rf?'''- 


et, en général, 




dx" ^ dx"~' dx ' daf~* ' dx’ dx""* 

d"-'U -, r„ d"U . 


Substituant ces valeurs dans l’équation ( 2 ), et intégrant 
entre les limites x, et x,, on a donc pour la variation cher- 
chée 
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r/., 

dV 

d'Q 


d"-'U\ 


(n- 

dx 

dx' 

.. H- 

dx’'"') 

®.y 

+ 

(p — 

,fQ 

. ± 

rf-’U\ 

diy 


dx 


dx"'*) 

dx 

+ 

(q— 

dR 

• ^ 

d--*U\ 

d*8j 

\ 

dx ’ 


rfx"“V 

dx' 




+ 

U d-'iy 
dx"'' 



d'Q 

dx* 



) 




dx 


257. Supposons, en second lieu, que les limites x, et x, 
soient variables; alors 8x n’étant pas nul, on aura 

8 l^'\dx— I ^*8;Vdx)= / '"‘(SVdj + VSd.r) 

JT^ 

et en transposant les caractéristiques 8 et d dans le second 
terme du second membre, on trouvera 

8 / '*vdx= / ""'{oydx + ydüx). 

• J’j Jr^ 

Or, en intégrant par parties, on a 


j y dix = Yox — j' 8xdV; 

on a donc 

= (yd^Y'— j'J'ixdy. 

et, par conséquent, 


( ‘ ) ~ r 

Maintenant si l’on obsene que toutes les quantités qui 
cntient dans 1 e.\pression de V sont variables, on aura 
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OU, en remplaçant —, —, respectivement par L, 

rfV= Ux + Udy -f Nrfy' + ?dy’ + Qdy"' + 

d’où 

cV = L8j + Mîy + N5y' + P8y" + QSy* + 


c’est-à-dire 

8V = LSx -f M8y -f N?p + PSÿ + Q«c -f- 

Substituant ces valeurs de dV et de 5V dans l’expression 
entre parenthèses de l’équation (i), on aura donc 

8 j'"‘'Vdx = (\Zxy' 

■f /^’[m («!/ -/>8x)4-N(8/j— î8j)-t-P(8g— 

équation que l’on peut simplifier de la manière suivante 
Posons 

8y — p^x = 'ST, 

^ étant la différence ye des deux ordonnées tny, me fig. (ao), 
qui, dans les deux courbes AB, CD, correspondent à la même 
abscisse x -j- Sx, puisque 

ye = 6 e — 6y = 5y — pS x. 

En différentiant cette expression de 'ts-, et appliquant pour 
cela à pSx la règle des produits de deux variables, on trou- 
vera 

dSÿ — pdox — rfpSx = d'or. 

Mais dy = pdx ; et en prenant les variations par la même 
règle que ci-dessus, on obtient 

Sdg = pMx -f dxop 
ou, en transposant les signes 5 et d, 

f/8y = pdoT -j- dxip. 
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On a donc 

dxSp — dpôx = rf'TO' 


et, en remplaçant dp par sa valeur qdx. 


Ainsi 

(a) 


dx [^p — qix) = d'or. 


— çSx = 


d'us- 

dx 


On trouverait de même 


ei, ainsi de suite. 
On a donc 


nq — rox = 


17 ' 


8 




X» 



„to + N ^ + 


P 


d*'®' 

dx’ 


f Q 


d’®- 


.Maintenant si l’on intègre par parties tous les termes qui 
se trouvent renfermés dans le second membre, et qu’on 
prenne les intégrales entre x, etx,, on aura enfin pour l’ex- 
pression de la variation cherchée 


( 3 ) 




+( 

N- 

dP 

, rf’Q ' 

V 1 

dx 

+ d?’", 

)'®' 

+1 


dQ 

d’R ' 

V dtsr 

P 

dx 

■^dx’’”, 

) dx 

+( 


dR 


id’-ro- 


dx 

i 

) dx* 

+ 

• . 

• • • 


> • • 

dN 

+ 

d’P 

d’O 

..^dx, 

dx 

dx* 

+ 

1 
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CAS ou LA FONCTION V SOUS LE SIGNE J BËNFERME PLUSIEURS 

FONCTIONS DE X, ET OU CETTE FONCTION DÉPEND DES UMITES 
DE l’intégration. 


258. Considérons d’abord le cas où la fonction V, placée 
SOUS le signe de l’intégration, renferme deux fonctions y, z 
de X et leurs dérivées successives, et, par conséquent, où 
cette fonction est de la forme 


V=F(x; y,y',y',r 


Z T* 7^ 


Dans ce cas, la variation 


de J " Vdx s’obtiendra par un cal- 


cul semblable au précédent, et l’on aura 



En intégrant par parties, comme on l’a fait précédemment, 
on obtiendra pour la première intégrale l’expression (3), et 
pour la seconde une expression semblable, mais dans laquelle 
M, N, P,... y seront remplacés par M', N', F, et y par z. Fai- 
sant la somme de ces deux expressions, on aura donc la va- 
riation totale de l’intégrale cherchée. 

Et l’on procéderait évidemment de la même manière si le 
nombre de fonctions renfermées dans V était plus considé- 
rable. 


269. Supposons maintenant que la fonction V dépende des 
limites x, etx, de l’intégration. Dans ce cas, il faudra ajouter 
à la variation de l’intégrale le.s terme.^ qui résultent de la va- 
riation de ces limites. Si l’on suppoi>e, par exemple, que V ne 
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renfermo qu’une seule fonction y de x, et soit par conséquent 
de la forme 

alors les termes que l’on devra ajouter seront 



et comme les quantités Sx,, Sx,, peuvent être 

placées liors le signe j' , puisque ces quantités sont des con- 
stantes, il s’ensuit que les termes que l’on doit ajouter à la 
variation de l’intégrale pourront s’écrire ainsi 



On agirait de la même manière .si V contenait deux fonc- 
tions y, Z de X, et leurs dérivées y', y", y’",... - , z", z'", re- 
■latives aux limites de l’intégration. 


MAXIMUM ET MINIMUM u’UNE INTÉGRALE DÉFINIE. 


200. Considérons le cas général ou les limites x, et x, de 

l’intégrale définie / \flx sont variables, et proposons-nous 
Jx\ 

de déterminer la fonction y de x, y = F(x), qui rend cette in- 
tégrale un maxiimini ou un minimum. 

D’après la tliéorie relative aux maxima et aux minima ordi- 

naires, l'intégrale / Sdx sera un maximuin si la variation 

Jx, 
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(le cette intégrale est consiaminent négative, et un minimum 
si cette variation est constamment positive; et, cela, (jueisque 
soient les signes et les valeurs des variations infiniment 
petites Sx, Si/. Il faudra donc que la variation soit nulle ou 
que l’on ait 

(0 8 / V(/x = O. 


Cette condition est celle commune au maximum et au mi- 
nimum. On distinguera ensuite le maximum du minimum au 
signe des termes du second degré, signe qui devra d’ailleurs 
être constant. 

Or, en désignant par A la partie entre parenthèses de l’é- 
quation (.î) ; par A,, — A,, ce que devient cette expression 
quand on prend l’intégrale entre les limites x, et x,, et ])ar 


B le facteur 


V dx'*’ dx’ d.r> 


4 -...± 



de condition (i) se réduira celle 


(a) 

et l’on aura 

( 3 ) 


A.r, — Ar. 


/ * Mnrdx — 0, 

Jr, 


B = O, A.r, — Aj, = O. 


Car, (O étant une fonction arbitraire de x, et pouvant 
par là être prise de même signe que B pour toutes les 
valeurs de x comprises entre x, et x,, ou de signe con- 
traire à B si A,, — A^, est négative, il s’ensuit que la somme 


A,, — A,, -f / Btodx sera positive ou négative, mais non 
Jx, 

pas nulle, et qu’ ainsi on devra avoir B = o, et par suite aussi 


A„— A„=o. 


La première des équations (.5) est dite équation indéfinie; 
elle a lieu pour tous les points de la courbe représentée par 
la fonction y = F(x), et en intégrant cette équation diiïéren- 
tielle qui est en général de l’ordre an, puisque V renferme la 
dérivée n"* de n ou i/"’ et rpic U peut renlermer y on ob- 
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tiendra y en fonction de x et de an constantes arbitraires. 

Vdx un maxi- 

mum ou un minimum. 

La seconde est Viqualion aux limites-, elle est relative 
elTectivement aux deux limites de l’intégration, et doit être 
satisfaite par l’expression de y en x, qui donne la solution de 
la question proposée lorsqu’on donne à x les valeurs limites 
X, et X,. Cette équation, jointe à celle B = o, sert à déter- 
miner les constantes introduites par cette dernière. 

261. Si V renfermait deux fonctions y, s de x, on suivrait 
une marche analogue à la précédente ; on aurait alors 


(4) 5 /^*’Vdx=(A:r,-Ax.)-f(A'x,-AV.)-fJ^**(B«r-fB'«r')dx=o, 

équation qui revient aux deux suivantes : 

B = o, B'=o, [(Ax.-Ax,)-1-(A'„-A'„)] = o. 

Les deux premières qui sont des équations simultanées 
font connaître y et z en fonction de x ; la troisième sert à 
déterminer les constantes introduites par l’intégration des 
deux premières. 

262. Nous avons supposé dans ce qui précède que les 
fonctions y et 2 étaient indépendantes l’une de l’autre. Si ces 
fonctions sont liées entre elles par une relation 

( 1 ) F(x,ÿ, 2 ) = 0 , 

alors les variations 8x, Sy, 02 , ne seront plus indépendantes, 
et l’on devra avoir 


</F , , dF , , dF ^ 

— ox -f- — 8y -j- — 0 : = O. 
' dy ^ ' dz 


dx 


Or, en remplaçant dans cette équation Sy et 02 par leurs 
valeurs 

ly y'Zx 'Tir , èz — z'ix 'Zif-' , 
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OU 


on trouve 

dF «fF . \ I I .1 

_Sx+^{y8x + ^) + ^(:ox + ^)=o 

/rfF . dF , , dF , dF , dF , 

{Tx + Ty^-^Tz^r + Ty^ + T.^=^'^' 

et, comme en dilTérentiant l’équation (i) par rapport à ,r, 
on a 

dF , dF , , dF 

il en résulte 

dF , ,dF 

<^S^ — — = O 

dy dx 

En tirant de cette équation la valeur de «r' qu’elle déter- 
mine, savoir : 


dz 


■w, 


et, portant cette valeur dans l’équation (4) du numéro pré- 
cédent, on aura 


S Vdx = [(A„-A.,)-|-(A'*.-A',,)] -f 



<aw/x. 


Mais cette équation doit être nulle pour la condition du 
maximum ou du minimum. Donc, il faut que l’on ait 

B — — B’— T=o, [(At, — Ax,) — (A'x,-|-A'x,)]=o. 

Ainsi, au moyen des équations 

_dF „,dF , 

B— = 0 , et F(x,y.i) = o, 
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on déterminera y et : en fonction de x; et l’équation 

[(Ar, — + — A'i,)] = O 

servira ensuite à déterminer les constantes introduites par les 
intégrations. 

On voit par ce qui précède comment on devrait opérer si 
le nombre de fonctions de x qui entrent dans V était plus con- 
sidérable, et si ces fonctions étaient liées entre elles par des 
équations données. 


VIA.XIMIM ET MhMMLM UtI.ATIF. 


2(33. Proposons-nous maintenant de trouver le maximum 

ou le minimum d’une intégrale définie / \dx avec la con- 

•- *1 

dition qu’une autre intégrale définie / hdx conserve une 

Jxi 

valeur constante que nous désignerons par a, et qui est ce 
qu’on nomme un maximum ou un minimum relatif. 

Dans ce cas, les variations des deux intégrales devront 
être nulles, et l’on aura en conséquence 



équations de condition, (pii, dans le cas général où les li- 
mites a;, et a;, sont variables, reviennent aux deux suivantes : 

(2) A,,, — At,-|- / \Vmilx = o, 

Jïi 

(>i) A jj — AV, -j- I = 

JZi 

Pour obtenir maintenant les conditions du maximum et du 
minimum propres au cas qui nous occupe, il nous faudra 


Digilized by Google 


VARIATION D’uNK INTÉGRALE UÉEINIE. 38,J 

d’abord éliminer <?!)■ entre les équations ( 2 ) et (5). Or, si l’on 
pose à cet ell'et 

(4) / B'ZtTrfi' = o(x), 

on aura immédiatement 


?(-Ci) = G, / ‘\i'm{jc=o, 

et, portant cette valeur dans l’équation (5) , il viendra 

,, , 

d ou 

— — (A'tj — A' x,). 

Ainsi, (p(jr) sera une fonction arbitraire de x assujettie seu- 
lement à devenir nulle pour x = x^, et à se réduire à 
A',, — A',, pour X = X,. 

Or, on tire de l’équation (4) 

TÎ'5T = ,{,'(.r), 

d ou 



et cette valeur portée dans l’équation (a) donne 

/’ï, B 

Ar,— A^,-f-J^ -I?'(x)(/x = 0, 

d’où en intégrant par parties, afin d’introduire tp(x) au lieu 
de <f'{x), 

f(x) étant une fonction tout à fait arbitraire entre les valeurs 
données x = x,, x = x,, il faut donc que l’on ait 
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équations qui donnent respectivement 
(7) Ajj — — Aj|)=o, 

a désignant une constante. 

La première de ces équations détermine y en fonction de x ; 
et quand on l’aura trouvée, les constantes arbitraires intro- 
duites par l’intégration seront déterminées par l’équation qui 
se rapporte aux limites. En substituant alors cette fonction 


ainsi déterminée dans 


L'dx = a 


, on obtiendra la valeur 


de la constante a. 

Remarquons, en terminant, que l’on serait parvenu au même 
résultat en cherchant le maximum absolu de l’intégrale définie 

(V aU)dx. 

*1 


£ 
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APPLICATION DU CALCUL DES VARIATIONS A QUELQUES 
PROBLÈMES PARTICULIERS. 


UCNE LA PLUS COÜBTE ENTRE DEUX POINTS SUR UN PLAN, 


264. Proposons-nous de trouver la ligne la plus courte que 
l’on puisse mener entre deux points A et B sur un plan. 
Soient x^, y^, les coordonnées du point A, et a;,, y,, celles 
du point B. L’intégrale qu’il s’agit de rendre un minimum 
est dans ce cas 

(i) f \dx' + dy*, 

Jr, 

et l’on doit avoir pour la condition du minimum 


(a) 


Or 


8 f = 0 . 


Donc 


c "Xr ë ■'** + xr s ''*»= 




o. 


D’ailleurs, en intégrant par parties, on a 

TONS II. 


35 
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Donc enfin 


LIVRE IV. — CHAPITRE II. 

/ dx .. (Ix ^ /* •> J 

— dix = — ox — / txd — 
ds di J ds 


(3) 




= 0 . 


La partie sous le signe J ' représente l’équation de condi- 
tion B = o; et pour que cette équation soit nulle, il faut que 
dt/ 

l’on ait d -T- = 0 ou d ^ = o. Soit donc 
as ds 


, dx 

‘'■57 = ”’ 


on aura 


dy 


vi-f p’ 

et, par conséquent. 


coiist., n = -i = C, 
dx 


(4) y = cx-fc'. 

Ainsi, comme il é) lit facile de le prévoir, la ligne cherchée 
est une ligne droite. 

265. Pour déterminer |maintenant les constantes c et c 
que renferme cette équation, il nous faut avoir égard aux 
conditions relatives aux points limites entre lesquels la ligne 
minimum doit être menée. Or, il se présente trois cas que 
nous allons examiner successivement. 

1 ° Si les deux points A et B sont fixes, x,, y,, x,, y,, seront 
constants; les variations Sx,, 8y,, Sx,, Sy,, de ces limites se- 
ront nulles, et l’équation aux limites A^, — A,, = o 
ou 
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se trouvera satisfaite d’elle-même. Dans ce cas, les constantes 
c et (/ se détermineront en a.ssujettissant la droite représentée 
par l’équation (4) à passer par les points (x,, y,), (x,, y,), 
ou au moyen des équations 

y, = cx, + (/, y, = cx,-fc'. 

2 “ Si les deux points A(x,, y,), B(x,, y,), doivent être situés 
sur deux courbes données 


on aura 
d’où 


«yi = . «y, = <l»'(x,)ôx,; 


l’équation A,,, — A^, = o deviendra 

[rfx, -|- dy, <l^'(x,)]îx, — [c/x, + t/y, ^'(x.llox, = o , 


et comme les variations Sx, et Sx, sont des quantités absolu- 
ment indépendantes, cette équation se partagera dans*les 
deux suivantes : 


( 5 ) 


,+gjfW = «, 


lesquelles expriment que la droite cherchée doit être normale 
à chacune des courbes données. 

Ces équations (5) jointes à celles 


y, = cx,-fc', y, = cx, + c‘, 

yi='f(a^i). y, = 'K^,), 

détermineront les constantes c et c' et les coordonnées x,, y,, 
X,, y,, des extrémités de la droite minimum. 

3' Enfin, si l’un des points A(x,, y,), seulement est fixe, et 
l’autre B(x,, y,) assujetti à se trouver sur une courbe donnée 

(6) y = f(-r). 
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alors les variations des coordonnées qui se rapportent à ce 
point ou Sx,, oÿ,, seront nulles, et l’équation A,, — A^, = o 
se réduira à celle 


ou 


rfxiSx, -j- dy,Sy, = O , I 

u*ZT| 


équation qui montre que la droite minimum (4) doit couper 
à angles droits la courbe proposée (6). 

Pour déterminer les constantes c et c' et les coordonnées x,, 
y,, du point extrême A, on aura donc les quatre équations 


y, = cx,+c', y, = cx,+ c', 
1 +c<p'(x,)=o, y, = <p(x,). 


LIGNE LA PLUS COURTE ENTRE DEUX POINTS DANS l’ ESPACE. 


266. Supposons maintenant que les points A et B au lieu 
d’être dans un plan soient situés dans l’espace d’une manière 
quelconque, et cherchons la ligne la plus courte que l’on 
puisse mener entre ces points. Soient x,, y,, les coordonnées 
du premier de ces points, et x„ y,, z,, celles du second. 
L’intégrale qu’il s’agit de rendre un minimum sera 


X, v/ "'■(£) +(s. 




et l’on aura 


V(/x = v^rfx’ -|- dy* + dz* = dt , 


sf^'Vdx= f^' 

»'*, i/«, ds 
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d’où en intégrant par parties 





On aura donc 


B = Sa-rf Zzd ÿ =0. 

ri$ ^ ^ d$ ^ ds 


Mais les variations ex, hj, ôz, étant absolument indépen- 
dantes, cette équation se partage dans les trois suivantes : 

, rfx J du , Hz 

''*=”■ ''5;=°’ ■'*=»’ 


et si l’on suppose 


,dy ,di 


on aura, en intégrant, 

du dz 

~r =coüst., — = const. , 
rf* as 

ou , 

iï — r ^—c' 

dx~ ’ dx~ ' 


et par une autre intégration 
(i) y = cx-fC, E = c'x-fC', 


équations qui sont celles d’une ligne droite. 

267. Pour déterminer maintenant les constantes c, C, c', C', 
il nous faut avoir égard aux conditions relatives aux limites. 
Or, il se présente trois cas que nous allons examiner successi- 
vement. 
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1 * Si les deux points A (x,, y,, s,), etB(x,, y,, z,), sont fixes, 
les variations ox,, oy,, Sz,, Sx,, Sy,, 5;,, seront nulles, et 
l’équation A,, — A*, = o, qui, dans ce cas, est 




sera satisfaite d’ elle-même. On déterminera alors les con- 
stantes c, C, c'. G', en assujettissant la droite représentée par 
les équations (i ) à passer par les points donnés A et B, ou au 
moyen des équations 

y, = cx, -j-C, .y, = cx, -t-C, 

Z, = c'xi -j- C', Z, = ex, C'. 

a* Si les deux points A(x,, y,, z,) et B(x,, y,, z,) doivent 
être situés sur deux courbes dont 


y = -î(x), z = -Hx), 
y=F(x). z=f{x) 

sont respectivement les équations, on aura 


ÿ, = F(^i). = 

d où 

5yi = î'(-ri)8-ri , 2=1 = f{a;i)8x, , 
8y,=F'(x,)ôx,, ôz, = /”(x,)ôx,, 

et l’équation A„ — A„ = o se réduira à celle 

[Jx, -f (/y, F'(x,) -f f/î,/ '(Xj^lSx, 

— [dx, + rfy, ç'(x,) -f dz,i^'(x,)]5x, = o, 


qui, à cause de l’indépendance des quantités Sx, et Sx,, se ré 
duit aux deux suivantes : 
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OU à celle 

I + cF'(x,) + c/(x,) = O, 
i + c<p'(jCi) + c>’(x,) = o, 


et qui montrent que la droite cherchée est normale aux deux 
courbes. 

Ces deux équations jointes à celles 

’/i^c-Ci + C, ÿ, = fx, + G' 

Z|^^cxi“|— G, Zj c Xj . 

yi = v(-^.)> 2i='t'(-*^,!, 

y,= F(x,), z,= /‘(x,), 


détermineront les quatre constantes c, C, c', C', et les six 
coordonnées extrêmes x,, y,, z,, x,, y,, z,, des points A et B. 

3* Le cas où l’un des points A(x,, y,, r,) est fixe, et l’autre 
assujetti à se trouver sur une courbe donnée 


y=F(x), z—f{x] 


rentre dans le précédent; car alors les variations des coor- 
données X,, y,, Z,, qui se rapportent au point fixe A sont 
nulles , et l’équation A,, — A,, = o se réduit seulement à 
A^, = O ou 




= I 4-cP(x,) -t- c/lx,) = O, 


en sorte que l’on a pour déterminer les quatre constantes 
c, G, c'. G', et les trois coordonnées du point extrême B (x,, y,, z,) , 
les sept équations 


‘ +cF'(x,)-f c7(x,) = o, 
i/, = cx, -1-c, y, = cx,-fc, 
z,=c'x,-fc', z, = c'x,-l-c, 
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LIGNE MIMMCM TRACÉE SUR UNE SURFACE. 


268. Proposons-nous maintenant de trouver la ligne la plus 
courte que l’on puisse tracer sur une surface donnée 

(i) F(x,y,z) = o, 

entre deux de ses points A et B. 

On aura toujours 


(>) 


B=8x(/ ^ ^ -)- Szd ^ = o, 

d$ ' ^ ds ‘ ds 


et les variations 8 x, 5y, 83 , des coordonnées seront assujetties 
à satisfaire à l’équation différentielle de la surface, ou a 


( 3 ) 


rfF . , dF </F 

-r- Sr + — 5v-r t- « = o. 
dx ^ du dz ' 


dy 


Or, si de cette équation on tire la valeur de 83 ^ et qu’on 
porte cette valeur dans l’équation (a), celle-ci deviendra 

(dV dx dF dz\ /d¥ dy dF dz\ 

\dz ds dx ds/ ^ \dz ds dy ds/ 

équation qui se partage dans les deux suivantes, à cause de 
l’indépendance des variations ox et 8 y 


dF dx dF dz 

dz ds dx ds 

rfF dy dF dx 

ds ds dy ds 

et en joignant l’une de ces équations à celle F(x, y, s) = o 
de la surface, on déterminera y et 3 en fonction de x. 

Les constantes que renferment les équations de la courbe 
cherchée se détermineront comme dans le problème qui pré- 
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c(!(le. Si les extrémités A et B de la ligne minimum au lieu 
d'étre fixes sont assujetties à se trouver sur deux courbes 
données, on verra de môme que celte ligne doit couper à 
angles droits les deux courbes données entre lesquelles elle 
est menée. 


2(59. Propriété géométrique de la ligne minimum. — Les 
équations (4) expriment une propriété géométri([ue fort re- 
marquable de la ligne minimum, et qui consiste en ce (jue le 
plan osculatenr, en un point quelconque M de cette ligue, est 
constamment normal à la surface (i) sur laquelle elle est 
tracée. 

En effet, la droite qui joint le point M avec le centre de 
courbure fait, avec les axes, des angles dont les cosinus sont 
proportionnels à 


(5) 


,dx , du fl 


et la normale à la surface au point M fait, avec les mêmes 
axes, des angles dont les cosinus sont proportionnels A 

rfF ^ dF 
dx' dy’ dz‘ 

Des équations (4), on déduit 




d^ 

ds 

ds 

ds 

~d¥ ~ 

dV 


dx 

•iy 

dz 


Ainsi, les quantités ((5) sont proportionnelles à celles (.'5) ; 
il en résulte que les angles formés avec les axes par les deux 
droites que nous venons de considérer sont égaux, eu sorte 
que la normale à la surface .au point M a même direction que 
le rayon de courbure en ce point. l)'où l’on conclut que le 
plan osculateur au point M est cou.- Mm ment normal à la 
surface. 


Digitized by Google 



39i 


LtVUE IV. — CHAPITRE II. 


Les lignes minimum tracées sur une surface ont été nommées 
lignes géodèsiques. 


AIRE DE RÉVmUTION MINIMUM. 


270. Proposons-nous de trouver la courbe plane qui, passant 
par deux points donnés A et B, engendre, en tournant autour 
d’un axe CD situé dans son plan, une surface de révolution 
dont l’aire soit un minimum 

Soient x,, y,, les coordonnées du point A, etx,, y,, celles 
du point B. La surface engendrée par la révolution de la 
courbe cherchée aura pour expression 

,’x, 

ait/ dy*, 

Jx, 

et il s'agira de chercher le minimum de l’intégrale 


f ’yv't/x’-l-dy*. 

Jx^ 

Or, en posant \/dx* + dy’ = ds, on a 

8 r *yds— f ’s(yrf.i)= f ‘{8yrfs + yods), 
Jx^ v/r, J x^ 


OU parce que 


, . dxdS.r . dydhi 

«*=— + -y- 


Intégrant par parties, on trouve 
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Donc 


Cette équation revient aux deux suivantes ; 

en considérant seulement la première qui est la plus simple, 
on a 

dx 


d’où 




» = V' + Sî' 

et, en intégrant. 


dx : 


ce/ÿ 


v'y’-c’ 


On a donc 


C ( I— <* \ 

y=-(^e r 4-e c j. 


ce c 


équation qui est celle d’une chaînette. 

Les constantes c et c se détermineront comme dans les 
exemples qui précèdent. Si les points A(x,, y,), B(x,, y,), au 
lieu d’être fixes, étaient assujettis à se trouver sur deux 
courbes données, on obtiendrait une chaînette normale à ces 
deux courbes. 


BRACHISTOCBRÔNE. 


271. On demande la courbe que doit suivre un corps pesant 
pour aller d’un point donné A à un autre point B dans le moindre 
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temps possible. Cette courbe est ce qu’on nomme la brachis- 
lochrùne. 

L’intégrale qu’il s’agit de rendre un minimum est ici 

f/a 

(•) 


Jx. 


et l’on a pour la condition relative au minimum 

fh 

{•■*) 


> Ils 

" -y=r = o. 

t/ y JL ■ JC J 


Or, en posant X = 


=, on a 


Mais 

et 

d’où 

On a donc 


\X — J7, 

S J X(h= J (ÔXds -f XoiJs). 

SX = — - (x — X,) ’(Sx— ox,), 

lis* = dx* 4" dy* -|- dz*, 

ods dèx + ^ d^y -f ^ doz. 
ds ' ds ' ds 


oJ'xds = ^x^j - (x — X,) *ds 

~f[i (ë + ê ] ’ 

et eu intégrant par parties, entre les limites x, et x,, 

8 / Xdx = 

I 

-f- - 8x, / (x — X; * ds 

~r.' S) + (•' ê) i) 


-j — o.r(or — x’) ^ ds |=o. 
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La quantité qui se trouve placée sous le signe J' , dans la 

dernière intégrale, représente l’équation de condition B = o, et 
donne 

ilx\ 


(•') 

( 4 ) 


^ (x — x,)-Td<-fd =0, 


les deux dernières de ces équations suffisent pour déterminer 
la courbe, car on en tire 

d’où, en remettant pour X sa valeur. 


( 5 ) 

c’est-à-dire 

en sorte que 
(G) 




= c, 


dz 


I Ht — ’ 

yx — X, — X, 

dj_Ç_ 
dz G'’ 

y = ^ 2 + G", 


ds 


= C', 


équation qui montre que la courbe cherchée est comprise 
dans un plan vertical. Pour en déterminer la nature, suppo- 
sons que ce plan se confonde avec celui des xy; alors on 
aura z = o, et il ne restera que l’équation 


Vx — X, 

qui revient à la suivante : 


7ds 


, dx\jx — X, 

dy= — 
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Or, cette équation est celle d’un cycloïde; car, en posant 
X — X, = X, on en déduit 



Si l’on suppose maintenant que les deux points extrêmes 
•\(x,, y,, Z,), B(x,, y,, z,), au lieu d’être fixes, soient assu- 
jettis à se trouver sur deux courbes données c, et c,, on ob- 
tiendra encore une cycloïde qui sera contenue dans un plan 
vertical. Pour en déterminer les points extrêmes A et B, il 
nous faudra avoir égard à l’équation aux limites Ax^ — A,, = o> 
qui est ici 



et comme les variations des points extrêmes sont indépen- 
dantes l’une de l’autre, on aura d’abord 


( 7 ) A*, = O, ou 




équation qui exprime que la tangente à la courbe au point A 
est perpendiculaire à la tangente au même point de la courbe 
c,, ou que la cycloïde coupe la courbe c, à angles droits. 

On aura ensuite 


.+**■ n 


ds 


(x — x,j* 


et comme pour tous les points de la courbe on doit avoir, 
d’après l’équation (3), 



dx 

(x— x,p 


= 0, 
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cette équation deviendra 


( 9 ) 





O. 


3f)f) 


On peut donner à cette dernière équation une forme plus 
symétrique en remplaçant dans les coefficients de et Sz, 
l’indice i par l’indice -a, ce qui est permis, puisque l’on a en- 
core pour tous les points de la courbe 




et, par conséquent, 



équation qui montre que la tangente à la courbe cherchée au 
point B, est perpendiculaire à la tangente menée par le point 
A à la courbe c,. 

Les quatre constantes introduites par l’intégration des équa- 
tions (lo), et les six coordonnées y,, z,, ®,, y,, z,, des 
points extrêmes se détermineront comme dans les exemples 
qui précèdent. 


Digitized by Google 



400 


LIVRE IV. — CHAPITRE II. 


PROBLÈMES RELATIFS AÜX ISOPÉRIMÈTRES. 


272. Cherchons maintenant la courbe qui, sous un contour 
donné, renferme la plus grande ou la plus petite aire possible. 

Il s’agit de rendre maximum ou minimum la valeur de 
l'intégrale 

avec la condition 

Or, d’après la théorie du n” ( 26 .I), il faudra chercher le 
maximum absolu de l’intégrale 

.'^1 

c’est-à-dire poser 

3 ( ’ {ydx + a y dx' -\-dif)z=o; 

JXi 


et en faisant \dx'-\-dij^ =:ds, et appliquant les notions qui 
ont été jirésentées dans le n" ( 2 <)o), on trouvera 


B: 


(rfy + „dg)ax-(i/x-adg) 8ÿ = o, 




équation qui se partage dans les deux suivantes : 

, . f dx , , du 

du ad — = O, dx — aa = 0 . 

^^ds ds 

La première sulTit pour déterminer la courbe cherchée, et 
donne par l’intégration 

I r' 
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On tire de là, en remplaçant ds par sa valeur + dy*, 


d’où 


dx = 


(y— c'My 
y/a*— (y — O* 


»— c = vo‘— (y — 0’, 


t, par conséquent, 

(x— c)*-f (y— c'j* = a% 

équation d’un cercle de rayon a. Ainsi, la courbe cherchée 
est un arc de cercle. 

273. Si l’on demandait la courbe qui, sous un périmètre 
donné, et en tournant autour d’une droite Oz, engendre la 
plus grande aire de révolution, il faudrait alors chercher le 
maximum relatif de l’intégrale 


avec la condition 



ou, ce qui revient au même, le maximum absolu de l’inté- 
grale 

r\y + “)*• 

Jzi 

On devrait donc poser 


j fXt 

{y a)dt = O, 

ou, puisque a est une constante. 


TOME II. 



26 
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Le problème a été résolu n* (270), et donne 


y= 




équation de la chaînette. 


LIVRE V. 

CALCUL DES DIFFÉRENCES FINIES. 


CHAPITRE PREMIER 

CALCUL DIRECT DES DIFFÉRENCES. 


FORMATION DES DIFFÉRENCES SUCCESSIVES. 


27 à. Soit 

U = F(x) 

une fonction quelconqi\e de x; et considérons les valeurs que 
prend cette fonction u quand on attribue à la variable x, dont 
elle dépend, une série de valeurs déterminées 

^1) ^«-l > 

Soient 

0) «O, «l, «t, “i, 

les valeurs correspondantes de u. En retranchant chacune de 
ces valeurs de celle qui la suit immédiatement, on obtient ce 
qu’on nomme les différences premières de ces valeurs. On re- 
présente ces dilTérences par les notations A«,, Au,, Au,,... 
Au,; ainsi, l’on écrit 
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“l 

— = 



— u, = 

Au,, 


— u, = 

^«1. 

«« 

— “,-1= 

à«„_l 


De même, si l’on considère la suite des didérences pre- 
mières 

Au,, Au,, Au,, ... Au„_,, Au., 

et qu’on retranche, comme nous venons de le faire, chacune 
de ces différences de celle qui la suit immédiatement, on ob- 
tiendra, en désignant par A’u,, A’w,,... A’u._,, A’«. les nou- 
velles différences qui en résultent , 

Î Au, — Au, = A*u,, 

Au, — Au, = A*u, , 

Au, — Au, = A*u,, 

Au. — Au._,= A*u_„ 

difiérences qui sont nommées les différences secondes. Ces diffé- 
rences sont, comme on le voit, les différences des didérences 
premières. En continuant de la sorte, on formera les diffé- 
rences troisièmes au moyen des didérences secondes; les dif- 
férences quatrièmes au moyen des différences troisièmes; 
et, ainsi de suite. De là résulte pour la formation des diffé- 
rences successives la formule générale 

(4) Af«-"u. — A("-')u^, = A(")U(„_„. 


DÉVELOPPEMENT DES EXPRESSIONS DE A"« ET DE U„. 


276. On peut exprimer immédiatement la différence A"u au 
moyen des termes u„ u,, «,,... u. de la série (i). 
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En eflet, on a d’abord 

au = u, — «, Au, = »i, — I/,, 

et comme 

^’u = Am, — Au, 

il en résulte 

a’m = u, — au, -j- *<• 

On a pareillement 

A’u, = u,— 3U, + M,, 

et parce que 

A*u = A’u — Au,, 

A'u =u, — 3«, + 3u, + U. 

On trouvera de même 

A*M = M, — 4u, + 6u, — 4u, + «, 

et, ainsi de suite. En se laissant conduire par l’analogie, on 
aura donc 

, . . «(« — i) 

(i) A«u = M.— nu,_,H u„_,— ...±u, 

1 .3 

formule que l’on peut écrire symboliquement 
A"u = (u — I )" 

en se réservant de changer, après le développement, u®, u‘, 
U*,... u", e.i u„, w,,... u,. 

Pour démontrer la généralité de cette formule, il suffit de 
faire voir que si elle a lieu pour l’indice n, elle a encore lieu 
pour l’indice n + > • Or, si l’on pose 

A-u = u.— Au„_, + Bu,_,— Cu,_,4- ... ±w, 

on aura également 

A’’u, = — Au, 4- Bu„_, — Cu„_, + . . . zt u, , 

et comme A-m, — A"« = A**'u, il en résulte 

A"<-'u=u,^., — A + «,i— G M„_, + ...rhu. 

— I -f A —B 
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Donc, la formule (i) supposée vraie pour l’indice n l’est 
encore pour l’indice n+ >; d’où l’on peut conclure qu’elle 
est générale. 

276. Nous venons d’exprimer A"« en fonction de w, 

U,. Or, réciproquement, on peut se proposer d’exprimer u, 
en fonction de u et de ses n différences successives Au, A’u,... 
A*u. En eflet, on a 

U, = « + Au, 

M, = I/, 

et parce que 

au, = A(u -f- Au) = Au a’u , 

U, = « + “Au -|- A’u. 

Par des substitutions semblables aux précédentes, on 
trouvera 

u,= U -j- 3 Au -j-3A’u -|- A’u, 

U, = U -j- 4 Au + 6a’u -f- 4A’u + A*u , 

et, ainsi de suite. En général, on aura donc 


(a) U, = U 4- «Au -f il ^ A"u, 


ou sous une forme symbolique 

»'« = (' + Au)", 

(Au)" devant être changé, après le développement, en A’u. 


DIFFÉRESTIATIOX UES FO.NCTIONS. 


277. Considérons, en iircmier lieu, la fonction entière et 
rationnelle de degré m 

u = Ax” i D. 1 " ’ + Ci-’ 1 ...-f Kx4-L, 
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dans laquelle A, B, C,... L et m sont des quantités con- 
stantes. 

La dillérence Au de cette fonction sera égale à la somme des 
différences de ses termes, et en appliquant la formule 

A« = F(x-|- kx) — F(x), 

qui fait connaître l’accroissement d’une fonction d’après 
l’accroissement de sa variable, on aura 

àu = A [(x -j- Àx)" — X") 

+ — X— *] 

-f- C[(x4-Ax)"-*— x*-*] 

“1“ KAx. 

En développant chaque binôme, et ordonnant, on trouve 
Am = wAAxx"'‘-f- B,x*~’ -f- CiX""’ -j- ... 

On a de même 

A’m = m(m — i) AAx’x"*~’-|- B’x'"~*-j- ... -j- 1, 

a’u = m{m — i) (m — a) Aax’x*“’-[- R,x"‘“*-|-...-|-H,, 

et, ainsi de suite. Après m différentiations, on aura donc 

(i) A"M=m(m — a)(»M — a)... a.iAAx". 

Cette différence étant constante, il s’ensuit que celles des 
ordres supérieurs seront nulles. 

278. Soit, en second lieu, u = x". On aura 

M, = (x-fAx)", «, = [x+aAx,'* ... M„= (x-f-mAx)", 
et la formule (a) donnera 

A*u = (x-t-wiAx)" — m[x-}-(»n — i)Ax]“-}- + — a)Ax]*... 

rp m(x -f Ax)" ± x". 
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Si m = h, on aura 


(a) i.a.3...nAx* = (x-f»jAx)* — m[x-\-{rn — x)*dix“, 

et si, dans ce cas, on fait x = o, il viendra 

(3) n* — n(n — 1 )"+ ^ (n — a)* — ...±:n = i a3..,w. 

Si l’on suppose m < n, alors A"w = o, et en faisant encore 
X = O, ou obtiendra 

(4) m" — m{m — 1 )"+ (m — a)*-}- •••±»n= o. 

279. Considérons mtdntenant le produit 

U = ... [x-f- (n — i)4j] 

composé de n facteurs croissant par degrés égaux à Ax. On 
aura 

Su =(x-fAx)(x4-aAx).., [x+(n— i)Ax]nAx, 

S*u = (x;4- aSx)... [x + (n— i)Ax]n(n — i)Sx’; 

et, ainsi de suite. EU'général, on aura donc 


A*u = (n — i) (n — a) ... a. lAx*. 

280. Pour 


on a 


(x + Sx)(x4-aSx)... [x-j-(n — OSx]’ 

_ — Anx 

~ x(x + Ax) (x-t-aAx) ... (x + nAx)’ 

n'n-|-i)Ax* 

x(x + Ax) . . . [x -f (n + 1 ) Ax] ’ 


et, ainsi de suite. 


28 1. Soit 


U ( 1 *^; 
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on aura 

. au = a*+^-«" = a*(a^-.), 
a*«=a*(a^-.K 
A*u=a*(a^-iK 

et généralement 

a~u = û*(a^— 1)“. 

282. Soit enfin 

« = sin {ax + 6) ; 

on aura 

4m = sin {ax -j- o4x + ft) — sin {ax + à) 

. a4x / , aAx , A 

= a sin — cos fax -] f- bj . 

On aurait de même pour u = cos(aa: + b) 

Au = cos {ax + aAx + 6) — cos {ax + b) 

. aAx . / . a4x 

= — a sin 


a4x . / . a4x , ,\ 

_s,n ^ax + — + éj. 


Au moyen de ces deux formules, on trouve 


A* sin (ax + ^) = — 4 ■“ sin (ax -f- oAx + b). 
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DÉFINITIONS ET NOTATIONS. 

283. Le calcul inverse des différences a pour objet de dé- 
terminer une fonction, étant donnée sa différence, ou plus 
généralement étant donnée une relation entre cette fonction, 
ses dérivées des divers ordres et la variable dont elle dépend. 

Soit F(ar) une fonction dont la différence est f{x), on aura 
par définition 

AF(j-) = f{x), 
ou 

F[x + Az) — F{x) = f[x), 

et cette fonction F(x) sera dite l’intégrale aux différences 
finies de f{x). On représente cette intégrale par la caracté- 

ristique^^ que l’on place au devant de f{x) ; ainsi, l’on écrit 
2/-(x) = F(x). 

Les signes A et^^ indiquant des opérations inverses, ces 

signes devront se détruire lorsqu’ils se trouveront placés au 
devant de la même fonction variable. Ainsi l’on a 
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Dans le calcul dill'ércntiel, les quantités qui disparaissent 
par la différentiation sont absolument constantes. Dans le 
calcul aux diflérences finies, il suffit pour qu’une quantité 
s’annule, lorsqu’on prend les différences, que cette quantité 
conserve la méiiic valeur quand on passe de x x -f Ax. 11 en 
résulte que lorsqu’on remonte des différences aux loiictions, 
ce n’est pas une constante arbitraire que l’on doit ajouter à 
l’intégrale particulière pour avoir la solution la plus générale 
de la question, mais bien une fonction arbitraire jouissant 
de la propriété de demeurer constante quand on passe de 
X à x-\-àx. <p(x) étant une fonction jouissant de celte pro- 
priété, on aura donc 

2;Ax) = F(x)-t-<p(x), 


et l’on pourra prendre, par exemple, pour f(x), la fonction 



aitr\ 

cos 1 , 


étant tout à fait arbitraire. 

Cette fonction ç(x) que l’on nomme une fonction périodique 
de X peut être représentée géométriquement par l’ordonnée 
d’une courbe plane. En effet, si par les points P, Q, R,... 
(i<j. (ai), pris sur la ligne Ox, et distants les uns des autres 
d’une quantité Ar égale à la période de la fonction, on élève 
des perpendiculaires égales PA, QR, RC; puis que par les 
extrémités A, B, C de ces lignes, on fasse passer des arcs égaux 
AMB, BCN, CED,... on aura une courbe AMBNC... formée par 
la réunion de tous ces arcs et dont l’ordonnée PA jouira de la 
propriété de reprendre la même valeur PA = QB = RC... 
lorsque OP = x augmentera de la quantité PQ = Ax. Cette 
courbe AMBiNC... représentera, par conséquent, la fonction 
périodique cherchée ip(x). 

284. TnÉonÈME. Si l’on considère une suite de valeurs de x 


X, X,, X,, X, , ... X„ 
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croissant par intervalles constants et égaux à Ax, et par con- 
séquent telles que 

= ^0 + 

X, = X, + Ax , 

X, = X«_, + Ax, 

on aura 

F(x.)-F(x,l=A^.), 

F(^,) — F(®i) = /T^i)» 

FW — F(x,) =/{x,), 


F(x,l — F(x,_.) = t[x^^), 

d’où l’on déduit 

F(x.) — F(x,) = /•(xJ + f{x,) + /■(X,) + ... 4- f\x^i). 
Ce théorème est analogue à celui du n° (6). 


INTÉGRATION DES FONCTIONS. 


285. Soit, en premier lieu, la fonction x"; et cherchons 
^x". On a 

Ax*^‘ = (m 4- 1 ) x"(Ax) 4- x"“‘(Ax*) 4- • • • + (Ax)"”-‘ , 

1 .3 


formule qui donne, en prenant l’intégrale de chaque membre, 

i- = m+ . 2 x-u: + 2 *"■'(“:)•+ 

J ^ y y 

i.a.3 ^ ^ 

On déduit de là 


(0 



mAx 


[m-{-i)&x i.a 
m(m — 1 )Ax* 


x“” 




Ax" 

m4- ^ 


I 


X 


0 > 
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et, en faisant successivement dans cette dernière m = o,m — 
m = s, etc., on trouve, pour calculer ^a;°, etc. 


(«) 




C désignant une fonction périodique. 

286. Considérons maintenant la fonction a*. On a trouvé, 
n» ( 281 ), 

-=a [a — ij. 

Intégrant, on a donc 




d’où l’on déduit 


2 ’»-= 


a — I 


(a — 1) 


2 c, 


(a — 1 ) 

v" . «' I V""’ 

2“=(FT;r + 2'' 

Quant aux expressions ^G, ^ G, ... V G, qui terminent 
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ces intégrales, elles se détermineront facilement au moyen 
des équations (2) . 

287. En considérant la fonction 

x(x -f ^x) (x + ... (x -|- nAx), 

nous avons trouvé, n* (279), pour la différence de cette fonc- 
tion, 

A[x(x + Ax) (x-}-aAx) ... (x-j-nAx)] 

= {x-|-Ax) (x-|-2Ax) ... (x + Aa;){n-f-i)Ax. 

Nous aurons donc, en intégrant. 


2 [x(x -(- Ax) (x + 2 Ax) . . . (x -f nAx)] 

x(r4-A^') ••• (x-}-nAx-|- C 

(n -f I )Ax 

288. D’après le n' (280), on a également 


Lx(x -{- Ax) (x -|- 2 Ax) . . . (x nAx) 

— (n-|- i)Ax 

x(x+^x) (x-]-2Ax) ... [x + (n-|- l)AxV 
Donc, en intégrant. 


2 [: 


x(x Ax{ (x 2 Ax) . . [x -]- ( 


n+i)Axj] 


+ c. 


(n-f i)Ax.x(x-j-Ax) ... (x-fnAx) 

289, A l’égard de sin(oa; + b), nous avons trouvé 


A sin (ax 


a\x / oAx \ 
+ 6) = a sin cos fax H — ^ — ]- b\ . 


Ax 


En remplaçant ^<^ + — et intégrant, nous aurons 


donc 
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COS 


+ v) 


V sin (ax + 6 = ^ 4- C. 

' . flAX ^ 

2 sin 

3 

On a également 

aAx / aAx \ 

A cüs («X -\-b)— — U sin — sin 1 ox -| h ^ > 

et, par conséquent, 

. / aAx\ 

sin I nx-fo 1 


^ cos (ax + 6) = 


a sin 


«Ax 


C. 


nÉTELOPPEMENT DE L INTÉGRA I.E^U EN SÉRIES. 


290. Euler a fait dépendre l’intégrale aux différences finies 
de l’intégrale ordinaire j udx et des coefficients différen- 

. , r/u d*u d’u . . 

tiels etc. Voici comment il y parvient, u dési- 

gnant ime fonction de x, on a, d’après le théorème de 
Taylor, 

du , d’u Ax’ . d*« Ax’ 


AU = -AX + -.-, — + 


— + ••• 


et de là on déduit, en intégrant. 


^ du Ax’ d'u Ax’ V' I 
^ ^ dx~^ 1,2 ^ dx* 1.2.5 ^ dx’ 

Si l’on désigne par u, la valeur de u correspondante à 
X = X , on aura 


VI du , Ax- VI a-u ax- v i 
U M, ^ dx 1.2 dx* 1.2.3 ^ dx* 


d’u 


Ax’ 


En d’« 
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du U — 

^ dx 


Ax ^ d*u Ax* d^u 

i.a ^ dx* ».a.3 ^ dx* ' 


dx Ax 

et cette expression, par le changement de u en T udx, con- 
duira à la suivante : 

, , X? ‘ J Ax VT du Ax* VT d*u 

On aura ensuite, en remplaçant successivement dans la 

. . du d*u 

même expression u par —, — etc. 

^ d*u I du Ax d*u Ax* ^ rf*tt 

^ dx* àx dx 1.2 ^ dx* 1.2.3 ^dx* 

^ d*u I d'u Ax ^ d*u Ax’ ^ d*u 

^ dx* Axdx’ 1.2 ^ dx* \.2.3 ^ dx* 

Maintenant, si au moyen de ces équations on élimine succes- 
sivement, de la valeur de Vu, celles , etc. , 

“ dx dx dx 

on obtiendra un résultat de la forme 

U — U 


(a) V « = — / udx- 
‘ JU SlxJx, 


» du d*u 

_^ + AAx---hBAx’— 
a dx dx* 


Pour déterminer les coefficients A,B,G ... que contient cette 
équation, nous poserons 


d’où 


U — e*, 


e — i •' *0 


du 


d*u 


t X V* VMM 


dx 


dx* 


d^u 
' dx. 


= e*, 


et substituant ces valeui’s dans l'équation (a) , puis divisant 
par e*, nous aurons 

^ -h Aax + BAx’ -f CAx’ -f ...) . 
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Le développement du premier membre fait connaître les 
coefficients A,B, C...; et il est aisé de reconnaître que tous 
ceux qui multiplient les puissances paires de Ax seront nuis. 

En effet, si l’on fait passer le terme — - dans le premier mem- 
bre, on aura 


I 


«A* — I 





expression qui demeure la même quand on change Ax en 
— Ax. On aura donc d'abord 


B = O, D = O, E = O, etc. , 

et ensuite 



par conséquent 



formule qui fait dépendre, comme on le voit 




udx. 


et de U, 


du 

dx’ 


dx* 


291. On peut appliquer aux différences finies l’intégra- 
tion par parties, tout comme pour les différentielles. Soient 
P et Q deux fonctions quelconques de la variable x; et posons 

2pq =q2p+z, 

TOKE II. <7 
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Z étant une fonction de la même variable qu'il s’agit de dé- 
terminer. En prenant la différence de chaque membre de 
cette équation, on aura 

PQ = (Q + AQ)2(P+AP)-Q2p + ^Z. 

et, en développant, puis observant que ^AP = P, 


o = AQ 2](P + aP) + aZ, 

d’où 

àZ = -AQ 2 (P + AP), 

c’est-à-dire 

Ainsi 

ou en écrivant P, au lieu de P -f- AP* 

(a) ^PQ=Q2 p-2^Q2p.- 

Maintenant, si dans la formule (i), on change Q en AQ, 
P en^^ P,; puis que l’on observe que 

2 p.+^ 2 p.=2 2 P*' 

on trouvera 

2aq2p.=^q 2*^*- 

en sorte que l’équation (i) deviendra 

2]pq=q2p-aq2;’p,+2^’q 2*p.- 
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Si dans la même formule (i), on change Q en A’Q, 


2 ^ * 

P,, et que l’on observe que 


419 
P en 


on aura 


2p.+i2:’p.= 



2’p.=*’o 2'’’' - 2'’’- 

en sorte que l’équation ( 2 ) deviendra 

2 PQ=Q 2 P— 2 ’ P. +A’Q 2 ’ P.- 2^’^ 2’p»- 


D’après cela, on aura donc généralement 
PQ = Q ^P-AQ 2*P. + ê’Q 2’P.--^"Q 2*P*+^‘<? 2*'*» 


expression que l’on peut écrire sous la forme plus symé- 
trique 

2p‘^=q 2’’ (2*‘’+ 2*’) 

+a*q(2‘p+2 2;’p+2’’) 

- ( 2 **’ + 5 2 *** + ’’ 2 '*’+ 1 ]'’) + 

Cette expression s’arrête lorsque les différences d’un ordre 
quelconque de la fonction Q deviennent constantes. 
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DE L’INTERPOLATION. 


FORMULE DE NEWTON. 


292. Connaissant un certain nombre de valeurs d’une fonc- 
tion U de a: correspondantes à des valeurs données de cette 
variable, l’objet qu’on se propose, dans le problème de l’in- 
terpolation, est de déterminer les valeurs de cette fonction 
qui répondent à des valeurs intermédiaires de x. 

Soit donc un nombre n -|- 1 de valeurs données de x 


^0» 

correspondantes à des valeurs également données de u 

«0» «I. “t» «'» • • 

et supposons que les valeurs de x croissent par intervalles 
constants et égaux à Ax. 

D’après la formule du n® (276), on aura 


(•) 



AX+...+AX; 


et si la fonction u est une fonction entière et rationnelle de x, 
d’ordre n, la dilTérence n’" de cette fonction sera constante, 
et cette série se terminera à A"u„. 

Maintenant, supposons que u„ corresponde à x = uAx et 
soit représenté par w, : alors il faudra remplacer dans 
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oc 

la formule (i), n par — , ce qui donnera 


“.= “• + + 


X / X \ 

Âx W~7 


A*u„ 


’ i.a.3 


formule au moyen de laquelle on pourra calculer facilement, 
à l’aide d’un certain nombre de valeurs données de «, d’autres 
valeurs intermédiaires de cette fonction ; ce qui est l’objet 
qu’on se propose. 


FORMULE DE LAGRANGE. 


a<j 3 . La formule qui précède est de Newton : elle suppose, 
comme nous l’avons dit, que les n + > valeurs données de 
la variable x croissent par degrés constants et égaux à Ax. La 
formule suivante due à Lagrange se rapporte au cas où les 
>1+ 1 valeurs x„, x,, x,, ... x„ sont quelconques : 

_ (x— x,)(x — x,)...(x— x„) 

° (J^o — ^.) (^0 — ^i) - 
(x— x,)(x— X,)...(j— xJ 


(x — x„)(x — X,)... (x— x„_,) 

" -Toi — (x.— x,_,)’ 

Pour démontrer cette formule, posons : 

(i) «, = O -|- 6x Yx’ -f- Sx* (ix*. 

On aura pour déterminer les n f i coefilcients a, 6, v, ... p 
que renferme cette équation, le.s n + i conditions : 
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1 “o=“+ 6x„ -l-TfX%4- . 

• 1^01 


«, = * 4- 6x, + -ifx,* -t- . 

. txX",, 

(!») 

= 6x, 4 -yx’,+ . 

• 


''n = * + 6r, + Yx'„ + . 



qui expriment que devient successivement u,, h, ... u„, 
lorsqu’on change x en x,, x,, .t,, ... x„. 

Ces équations sont toutes du premier degré par rapport à 
a, 6,v, ...p.; et l’on sait, d’après la théorie relative aux 
équations du premier degré, que les valeurs de ces coefficients 
contiendront u„, m, en facteurs à leura différents 
termes. On aura donc 

X„, X,. . . X„ étant fonctions de x, x„, x,, x, ... x„. 

Maintenant, si l’on suppose x = x,, l’expression de se 
réduira ku^ = u^, et l'on aura 

Xj = i, X, = O, X,= o. Xj = o, .. ,X„ = o, 

De même, si l’on fait x = x,, on aura Uj. = u,, ce qui exige que 
l’on ait X„ = o, X, = i,X, = o, X,= o, ... X„ = o; et, ainsi 
de suite pour x = x,. x = x,, etc. 11 suit de là que la fonc- 
tion X„ doit être nulle pour x = .x^, x = x,, ... x = x, ; et 
comme elle est du degré n, on aura 

X„ = A(x— X,) (X — X,) ... (X — X,). 

Mais cette fonction doit être égale à l’unité pour x = x,. 
Donc 

X, = i ou i = A(x„— X,) (x,— x,i...(x, — X.). 
et, par conséquent, 

X _ (J — ^i)(-^— — 

' (-Co — t^o — - (-^0— -A-)' 

On trouvera de même 

X _ (-g — ••• (3^ - J.) 

(X, — X,) (.r,— X,) ... (x-x,)' 

X = ~-^i ••• 

*’ (x,— xJ .r, — X.) ... (x, — X.)’ 
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et, ainsi de suite. En substituant ces valeurs de X^, 

dans l'équation ( 5 ), on aura donc la formule de Lagrange 

citée plus haut. 


APPRUXIMATION DES QUADRATURES. 


«1)4. Considérons l’intégrale définie 

qui se rapporte à l’évalulion des aires planes, en coordonnées 
rectangulaires, et cherchons la valeur approchée de celte in- 
tégrale ou celle de l’aire renfermée dans la courbe y =F(x). 

Plusieurs moyens se présentent pour y parvenir. On peut 
d'abord employer la formule d’Euler donnée n° (290); et l’on 
obtient, par ce moyen, la somme des aires des trapèzes 
compris entre les ordonnées successives à la courbe y = F(x), 
les cordes de cette courbe et l’axe des x. On peut encore em- 
ployer la formule d’interpolation donnée n° (292) pour repré- 
senter y ou F(x) ; puis intégrer cette expression qui est entière 
et rationnelle entre des limites données, ce qui revient à 
faire passer la courbe dont il s’agit par une parabole de de- 
gré n, qui a I» -1- 1 points communs avec elle. Enfin , on peut, 
au lieu de cette dernière courbe, considérer une suite de para- 
boles du second degré, passant par trois points de la courbe 
y =F(x), et remplacer les parties correspondantes de l’aire 
cherchée par celles de ces diverses paraboles. Cette der- 
nière méthode étant la plus simple, c’est celle que nous al- 
lons développer. 

Concevons que l’intervalle 6 — aait été divisé en un nombre 
pair n de parties égales, et soient o, Ax, sAx, et y^, y,, y, les 
coordonnées des trois points de la courbe correspondant aux 
trois ])remières divisions de l’intervalle b — a: l’équation 
de la parabole du second degré passant par ces trois points 
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sera représentée par les trois premiers termes de l’équation (i ) 
du n* (292), ou par 

, X , X fx \ 

a 

et, en prenant l’intégrale entre les limites 0 et 2A«, on aura 
pour l’aire du segment parabolique renfermée entre les 
ordonnées y, et y, , 

^2y,4-aay,+ ^a*yo), 
ou 

Y(yo-T-ûyi+y.)- 

On aura de même pour l’aire parabolique comprise entre 
les ordonnées y, et y^ 

Y (yt + 4y, + y»; 

pour celle renfermée entre les ordonnées et y, : 

Y (y* 

et, ainsi de suite. La somme de toutes ces expressions sera la 
valeur approchée de l’ intégrale F (x) dx ou de l’aire ren- 
fermée dans la courbe y = F (x) ; et l’on aura en consé- 
quence 

j*F{x)dx= y (yo+4yi + !/t)+ y (y, + 4y8+y») + '” 

AX 

+ Y (y»-« "J" 4y>i-i + y» 

= ^ [(yo + y») + !»(y 1 + y» + • • • + y »_i) + 4(yi +yi+ • • . -f y«_,)l 

Cette formule est due à Thomas Simpson. 

FIN DU SECOND VOLUME. 

Paris. ^ Imprimerie Cdsset et C*, 16, me lUcine. 
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